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preface. 


L’Oiivrage dont je public aujourd’lmi la premiere Par Lie esl 
le resume des Lecons qiie j’ai faites a la Sorbonne pendant les 
liivers de 1882 a i 885 . J’avais commence Pexposilion de la Theorie 
des surfaces dans le but unique d’y troiiver des applications non- 
velles de la theorie, si yaste et si peu connue, des equations aux 
derivees partielles. Je comptais consacrer une annee a peine a cet 
onseignement; mais Pinteret du sujet, et aussi les demandes de 
mes auditeurs, m’ont entraine bien au dela des limites que j’avais> 
primitivement fixees. 

Ce premier Volume comprend Lrois parties distinctes. Le pre- 
mier Livre traite des Applications d la Geomelvie de la theorie 
des nioa^ements relatifs ; j’aurai a revenir sur les propositions 
quiy sout exposees, dans la partie oii seront etudiees plus Lard, 
avec Lous les details necessaires, les belles formiiles de M. Go- 
dazzl. Le second Livre contient Petude des cliff events systemes 
de coordonnees curcilignes. J’y considere successivement les 
systemes a llgnes conjuguees, dont Petude a ete trop neglig-ee, les 
llgnes asymptotlques, les lignes de courbure, les systemes ortlio- 
gonaux et isothermes. 

Le Volume se termine par la llieorie des surfaces minima ou 
j’ai mis a profit les travaux si remarquables publies par d’eminents 
geometres dans ces dernieres annees. Elle forme a peu pres la 
moitie de ce Volume; sauf les trois derniers Cliapitres qui ont ete 
rediges au moment de Pimpression, elle a ele enseignee a deux 



reprises cUffereiiLes, en 1882 et i 885 . Une on deux questious im- 
portantes y ont cte omises; elles seront mieux a leur place dans 
la suite, qiiancl j'aurai donne les propositions generales aaxquelles 
on pent les rattaclier. 

Suivant son liabiLude constante, M. Gautliier-Villars, apres 
avoir accueilli cet Oiivrage, aapporte tons ses soins a Timpression ; 
qii’ii recoive ici mes plus vifs remerciements ; je dois aussi les 
adresser a mes audlteiirs, qui ont desire voir ces Lecons publiees, 
et plus particiilicrement a nn de nos jeunes geometres, M. G. 
Koenigs, Maitre de Conferences a I’Ecole Normale, qui a hicii 
voulu m’aidcr dans la revision des epreuves. 



thEorie genErale 

DES SU:iEACES. 

PREMIERE PARTIE. 

LITRE I. 

APPLICATIONS A LA GEOMETRIE DE LA THEORIE 
DES MOUVEMENTS RELATIFS. 


CHiPITRE L 


DU DEPLACEMENT A UN PAUAMETllE ; APPLICATION A LA THEORIE 
DES COURBES GAUCHES. 


Rcplaccmctit d'un systcmc ii\varial)le. — Applicalion a la tlieorie cles courbes 
i^auches. — Propriete caracterisLique dc riielice. — Formules de M. J.-A. Scrret. 
— ludicaLrice splicrique. — Recherche de la coiirhe doQt les normales prin- 
cipalcs sent aiissi normales principales d’une aulre courbe. — Developpces dcs 
c(jurbcs gaiiches. 


1. Considuroas un corps solide ou systenic invariable, mobile 
a u Lour d’an point fixe. On sait qu’a un instant quelconque les 
vi losses des difierents points du systeme sont les meines que s’il 
lournait antour d\me droite passant par le point fixe, droite qui a 
recu le nom axe iiislantane de rotation. On demontre en Me- 
Ccinique que les rotations peiivent etre representees geoinetrique- 
ment par des droites, commc les forces, et composees ou decom- 
posees suivant laineme loi, c’est-a-dire que, si Ton compose ou si 
i’on decompose les rotations comme les forces, la vitesse imprimee 
par la rotation resultante a un point quelconque est la resul- 
D.— I. I 
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tante des vUesses qni seraient communiquees an meme point par 
chaciine des rotations coinposantes, existant isolemcnt. On sail 
anssi qiie, si Ton considere un point mobile par rapport an sjstcme 
invariable, la vitesse absolue de ce point est la residtante de sa 
vitesse relative et de sa vitesse d^entrainement. On desiene sous 

o 

cc nom la vitesse qu’aurait un point qui, a Tinstant considere, 
coinciderait avec le point mobile, mais demeurerait invariablement 
lie ail sjstcme solide. 

II resnlte de ccs propositions que Ton poiirra construire, a un 
instant quelconque, les vitesses de tons les points du svsteme inva- 
riable des que Ton aura, en grandeur et cn direction, la rotation 
a cet instant. 11 semblerait naturel de determiner a cliaque instant 
cette rotation par ses composantes relatives a trois axes reclangu- 
laires, fixes dans I’espace et ayant pour origine le point Jfixe du 
systeme solide. En realite, les elements les plus importanls, les 
seals qui permettent le plus souvent une etude approfondie du 
mouvement, ce sont les composantes de la rotation relatlveincnt a 
des axes mobiles, entraines dans le mouvement du systeme inva- 
riable. Rappelons rapidement lamethode employee en Mecanique. 

Soient OX, OY, OZ trois axes fixes passant par le point fixe O 
du systeme et O^, Oj', O;; trois axes rectangulaires invarlablc- 
ment lies au systeme mobile. Nous supposerons quo les deux sys- 
temes d’axes aient la m^me disposition, e’est-a-dire qu’ils puissent 
^tre amenes a coincider. De plus nous supposerons que les sens des 
axes aient ete choisis de telle maniere que la rotation autonr dc 
OZ, qui deplacerait OX du cote de OTf , soit repr^sentee par unc 
droite dirigee suivant la partic positive de OZ. Nous determinerons 
les axes mobiles paries cosInus des angles qidils forment avec les 
axes fixes. Pour cela nous ecrirons le tableau : 


X a 6 c 

Y a' b' c' 

Z a” b" c" 



DU DEPLACEMENT A UN PARAMETRE. 3 

qai fait connaitre les cosinus des angles formes par chacim des 
axes fixes avec les axes mobiles. 

On a les relations 

aa' -h hb' cc' — o, 
ab a' b' a"c” = 0^ 

ah c \ 
a' U c j = r, 
ol' b" e" ! 

aaxquelles il faut joindre touLes celles que Ton obtiendrait par des 
permutations circulaires effectuees, soil sur les lettres, soil sur 
les indices. Rappelons encore que les neuf cosinus peuvent elre 
expiimes par les trois angles d’Euler, au moyen des formules 


1 a = 

cos 0 sincp smt}; 

-}- coscp coscp 

b = 

cos 0 sinij; coscp 

— cos4^ sin cp, 

i c — 

sinO sint};, 


\ o! — 

cosO cos^ sincp 

— simp coscp 

/ b’rr-. 

cosO cosc(^ coscp - 1 - sin 4^ sin cp, 

i d — 

sin 6 cos 4^, 


f a — 

— sinO sincp, 


1 

— sin 0 coscp, 


1 c" = 

cosO. 



D^signons maintenant par /?, r les coinposantes de la rotation a 
I’instant t par rapport aux axes mobiles. Considerons un point 
dont les coordonnees soient x, relativeinent aux axes mobiles, 
ct clierchons les coinposantes de sa vitesse absolue par rapporl 
aux memes axes. En ecrivant que cette vitesse absolue est la resul- 
tante de la vitesse relative et de celles qui seraient dues aux trois 

(’) Dans ces formules, clesigne Tangle de OX avec Tintersection commune ON 
des deux plans des xy et des XY, cp designe Tangle de Oa? avec la meme droite ON ; 
enfm 0 est Tangle de O^j et OZ. L’angle cp mesure la grandeur de la rotation 
qiTil faut imprimer a ON dans le plan des xy^ et dans le sens direct, pour faire 
coincider ON avec Ox; on pent supposer qu’il vane de o° a iSo°. De meme, cj; 
mesure la rotation que Ton doit imprimer A ON dans le plan des XY, toujours 
dans le sens direct, pour amener cette droite A coincider avec OX : cet angle vane 
de 0 ° a 36o®. 


1,2 :r=,, 

H- a'^ -H a"- — i, 
« = b'd'~db\ 
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rotations r, on obtiendra les expressions suivantes dc ccs 

compos antes 

y.) Vj = ^ + 

I dz 


dont nous aurons souvent a faire usage. 

Nous allons montrer, des a present, comment on pent en dednire 
]es expressions de />, en fonction des nciif cosinus cL dc leurb 
derivees par rapport au temps. Pour cela, considerons Ic point pris 
sur Taxe OX a la distance r. Ce point a pour coordonnecs relatives 
(e’est-a-dire relativement aux axes mobiles) <7, 6, c. En exprimant 
(jue sa vitesse cst nulle ct en appliquant lesformules (3), nous ob- 
tiendrons les equations fondamentalcs 


(4) 


da 

dt 


br —cq, 


dh 

- = cp-ar, 


dc 

dt 


= aq— bp. 


auxquelles on pent jolndre les siiivanies 

I da! 


14') 


dt 

cW 

dt 

dd 

dt 


= b'r — c'q, 


— =cp-ar, 


a’ q — b'qy ; 


(4") 


dd’ „ „ 

dh” 
dt 
dc” 


1 dt 


= cd'q — dp, 


que I’on demontrera de la nieme maniere. 
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On cl(§diiit de la les formules 


j p dt = db " — 'Zb dc^ 
(5) I qdt = Zadc— — Zcda^ 

{ j dt = Zb da ~ — Za db, 


qiii donnent les valeurs clierchees des rotations Si Ton remplace 
les cosiiius par leiirs cxpi*essions en foncLion dcs angles d’Eiilei, 
on am a le systenie 


( 6 ; 


7 ? = sincpsin0^ — coscp — , 
. d^ 


q = coscp sinO— -i- sino 


dl 
d^ 


' dC 


qu’ilseraiL aise de demontrcr g^umetnqiiemenl En lesolvantpar 
rappoit aii\ ddrivces dcs angles, on Irouvc 


(7J 


c/0 

— r- ^ sincp -/?coscp, 


A 

sinu ^ — q coscp -i- sin cp, 


d^ 

di 


H- coi 0 (/> Sin 9 ^ cos cp ) 


2 Tout cela etant rappele, nons allons cLudier la question sui- 
vante, qiii est fondamentalc dans noire tlieone On clonnep^ cp i 
cn fonciioii da temps et Von pi opose de detci minet comple- 
tcineni Le mouvement 

II est clair que la question seia resolue si Ton a les expressions 
des neuf cosinus en fonction du temps Or il ri^sulte immediate- 
inent des foimiiles (4) que, si Ton s6paie les cosinus en trois 
groupes, foimcs icspectivement de a, ft, c, a', ft^ d ^ a'\ ft", f", 
les Lrois cosinus de cliaque gioupe sont des solutions simultandes 
du syst^me 
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Toute la difficulte se reduit done a FinL^ration de cc syslcme. 
L’elude detaillee de cetle integration fera I’objeL du Cliapitre sia- 
^a^t. Pour le moment nous nous contenlerons de signaler Ics pro- 
prietes suivantes du systeme (8). 

D'abord, par suite de sa forme lineaire, 11 admeltra Loiijours iinc 
solution, et une seule, pour laquelle les valeurs initialcs dc a, (3, y 
seront donnees. 

En second lieu, si a, jS, y; a', p', y' designenl deux syslcmcs do 
solutions quelconques, les expressions 

a2 — Y'b -i- TT'j 

seront des constantes. On le reconnait aisement cn les differentiant 
et tenant compte des equations (8). 

Ges proprietes vont nous permettre d’etablir qii’il y a toujours, 
quelles que soient les expressions de 7’ en fonction da temps, 
une infinite de mouvements dans lesquels ccs trois quantites sonl 
les composantes de la rotation relativement aux axes mobiles. 

Considerons en eflfet un triMre trirecLangle (Tq), de memc sens 
que le triedre OXYZ, forme par les axes fixes et soient <7o, 

Co, ... les cosinus directenrs de OX, OY, OZ par rapport aux 
axes de (To). Determinons les trois systemes de solutions des 
equations (8), a, 6, c; cf, 6^, b\ qui correspondent 

respectivement aux valeurs initiales suivantes : «o, 5 ^o- 

t n in n 

j ^01 ^01 ^ 0 * 

Les fonctions, telles que 

a- -r- -4- c2, aa'-~hh'^cc\ 


ayant pour valeur initiale i on o, et devant rester constantes 
d'apres les proprietes du systeme (8), ne cesseront pas de con- 
server leurs valeurs initiales; par consequent, les neuf quantites 
a, a\ a", . . . seront a chaque instant les cosinus directenrs de 
trois droites rectangulaires formant un triedre mobile (T) dont la 
position initiale sera (To). Gomme cette position initiale pent etre 
choisle a volonte, on voit qu’il existe une infinite de mouvements 
pour lesquels /?, r sont des fonctions donnees du temps. 

Tons ces mouvements, qui dependent de trois constantes arbi- 
traires, se reduisent au fond a un seul, mais qui serait rapporte a 
des axes fixes differents. 
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En cffetj considerons, dans Tun quelconqiie d’cntre eiix, la posi- 
tion occupee par le triMre mobile a I’instanL initial, et clioisissons- 
la pour le sysLeme d’axes fixes auqiiel nous rapporterons le mou- 
vement du sysLeme mobile. Les valeurs initiales des neuf cosinus 
sent alors i on o, la solution qiii correspond a ces valeurs 
niiineriques ne contient aucunc constantc arbitraire et est bien 
determinee. 

II resulte de ce qui precede que, lorsqu’on aura obtenu une 
solution quelconque du jorobleme, e’esL-a-dire un sjsteme de valeurs 
des neuf cosinus, il suffira, si Ton vent avoir la solution la plus 
generale, de changer d’axes fixes, ce qui introduira trois constantes ; 
puis de supposer que les nouvelles formules sc rapportent aux 
anciens axes. 

3. Nous allons maintenant etndier le cas ou le sysLeme mobile 
n’a plus de point fixe. Alors il faut joindre aux composantes /?, 

/• celles de la vitesse de I’origine 0 des axes mobiles, prises tou- 
jours relativement aux axes mobiles Oju, 0;?. Designons-les 
par 7], jointes aux trois rotations, elles interviennent dans 
toutes les questions relatives a I’etude du mouvement. Supposons 
que Ton connaisse les expressions de ces six quantites en fonction 
du temps, et cherchons comment on determinera le mouvement 
du triMre mobile. Designons par (T) ce triedre mobile, et soit 
{V) le triedre dont I’origine est un point fixe quelconque et 
dont les axes sont parallMes a ceux de (T). A un instant quel- 
conqiie les deux triedres sont animes de la meme rotation et, par 
consequent, les neuf cosinus se determineront an moyen de jo, r 
comme dans le cas precedent; d’ailleurs, si Xq, Yq, Zq designent 
les coordonnees de I’origine mobile O par rapport aux axes fixes, 
on a evidemment, en projetant la vitesse de cette origine sur les 
axes fixes, 

— = -h h-f\ 4- c^, 
rTY 

Quand on aura determine les cosinus, ces formules feront con- 
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naitre Xo,Yo,Zo par cle simples quadratures qui introduiront Irois 
coristantes nouvelles. 

lei encore, tons les mouvements possibles correspondants aux 
diflerentes \aleurs des six consLantes arbitraires se reduisent a iiii 
seul et meine mouvement, observe par rapport a des axes diffe- 
renls; car Tintegration n’introduit aucune constante arbitraire cl 
ne donne qu’un seul mouvemenl, si Ton suppose quo les axes fixes 
coincident avec la position initialc des axes mobiles. 

Jerappellerai,relativement au cas que nous xenons dc considercr, 
que si z sont les coordonnees d’un point relativement aux 

axes mobiles, la vitesse absolue de ce point aura pour composantes, 
relatives aux memes axes, les trois quantites 


(lO) 


> jc — C 


-f- 


dx 

Tl' 


Ur dr 

< \y=.r,-^rx-pz-^ 

r V 


Considerons, par exemple, les points invariablemcnl lies au sys- 
teme mobile et clierclions ceux pour lesquels la vitesse est mini- 
mum. II faudra determiner les valeurs de x, z rendant minimum 
la somme 

— ryy -f- (r, -h —pz^ ~~qxy. 

En cgalant a zero les derivees joar rapport a x^ ky et a on oJi- 
lient trois equations qui se reduisent aux deux suivantes : 

qz — 7\y _ 7'X ~ pz _ ^ + py — qx 

p ~ q ~ 

Ges deux equations representent une drolte, Paxe central du 
mouvement a Tinstant considere. On trouve facilement, pour la 
valeur commune des rapports precedents, 

H_ q 2 ^ ’ 

ce qui donne, pour la valeur minimum de la vitesse, 

^p2 qi ^-2 
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La condiLion necessaire cL suffisanLe pour que le mouvemeuL du 
sysLeme se lediiise a ime simple roLaLion est done la siuvanLe 


el, dans ce cas, I’axe de roLation esL repiesenle par les Liois eqiia- 
lions 


H- — 7/ = 0, 
fl ) X — pz ~ o, 
K + py — cjx ~ Oj 


qiii caraclensenl en effel les points clont la Mlesse csl niille, comm(‘ 
le monLicut les formules (to) 


4 Poui indiquei des a present imc application des proposition ^ 
precedenLes, considerons line coiu'Idc gauche quelconque ot etu- 
dions le mouvement du Iriedie (T) forme par la Laugente que nous 
prendrons pour axe des la normale pnncipale que nous pren- 
drons pom axe des en la supposanL, par cxeniple, diiigee vers 
le centre de courburc, ct la Innoimale qui sera I’axc des et donl 
le Suns est dellni par les conventions deja faxtes 

Picnons Fare 5 comme ^arlable independanlc ou, cc qui csL la 
memc chose, supposons 

_ 

di ~ ^ 

On a ici 


^ = 1 , 0 = 0 , ^== 0 , 


et, si z designent les coordonndcs du point de la combe, 

qui est le sommeL du tri^dre, par rapport a des axes fixes, 


a = 


dr 

~Ts' 



a" = 


ii. 

ds 


Les foixnules generales (4) nous donnent 
(m") da = [^hi — cq)ds^ db = {cp — a7)dSj dc := {aq — bp)d6 


Expnmons cpie la bmormale, dont le=> cosinus directeurs sont c, 
c\ c", est perpendiculairc an plan osculatciir, c’est-a-dire aux deux 
droiLes dont les cosinus directeurs sont a, a\ cd^ et a -{- da^ 
a’ -\- da\ ded L’une des equations sera satjhfaite d’elle-in^inc 
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ct raiilre nous donnera la condition 

^ c da = qds = o 

Ainsi la composante q doit etre nullc, et les formules (12) se 
reduisent aux siiivantes : 


II est aise d’obtenir la signilication geometrique des rotations p 
et r , 

JMenons en cffet par un point fixe des parallcles aux aretes dii 
triedre (T); nous obtiendrons un tricdrc (T^)donL la rotation sera 
la memc, a un instant quelconquc, que ccllc du triedre (T). Un 
point sitae a la distance i sur Taxe des x du triedre (T,) aura unc 
vitesse dont les composantes seront, d’apres les formules ( 3 ), 


o, o, 


et, par consequent, ce point decrira le chemin r ds\ 011, ce qui cst 
la m^me chose, la tangente a la courbe tournera de Tangle r els 
qiiand son point de contact decrira Tare els ; done la composante r 
cst egale a la premiere courbure de la courbe. 

En prenant un point silue a la distance i sur Taxe des ;; du 
triedre (T,), on verra de meme que les composantes de sa vitesse 
seront 


et, par consequent, Ic plan osculateur tournera de Tangle — p els^ 
quand le point de la courbe decrira Tare els, En d’autres termes, 
— p sera la torsion de la courbe. Ainsi nous pourrons poser 


(i4) 



p et T designant les rayons de courbure et de torsion, et les for- 
mules (i 3 ) deviendront 

da _ b dc __h db c a 

ds p ds z ds P 

On reconnait les formules de J.-A. Serret, qui jouent un role si 
important dans la theorie des courbes gaudies. 
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5. La melhode qiii nous a pcrmis de les eLablirmet en evidence 
quelcjLies proposilions qu’il serait aise de demonLrer autrement ct 
dont on fait iin usage continuel dans les demonstrations geome- 
triqiies. 

Etant donnee la courbe gauche (C), si par Torigine on inenc unc 
parallele a la tangente de cette courbe, dc longueur egale a i, I’cx- 
tremite de cette parallele decrira une courbe spherique que nous 
appellerons, avec M. P. Serret, V indica trice spherique dc la 
courbe gauche. II resulte dc ce qui precede que la tan genie a I’in- 
dicatrice spherique est parallele a la normale principale dc la 
courbe (G); car Ic point qui decrit Findicatricc cst celui qui est 
situe a la distance i sur Faxe dcs x du triedre (db), ct nous avons 

vu que la vitessc dc cc point cst egale a 
])rincipalc. 

De meme, si par Foriginc nous menons unc droitc dc lon- 
gueur T, parallele a la binormalc, Fcxlremitc de cette droite sera 
le point a la distance i sur Faxe dcs ^ du triedre (T^); cc point 

aura unc vitesse egale a ^ ct qui sera encore parallele a la normale 

])rincipalc; la courbe spherique qu’il decrit sera parallele a Findi- 
catrice ; on Fobtiendra cn portant sur les grands cercles normaux 
a Findicatricc, et dans un sens convenable, une longueur egale a 
im quadrant; cn d’autres termes, cc sera la courbe polaire de 
Findicatricc spherique. 

6. Nous signalerons encore Ic theoremc suivant qui est fort 
important (^ ) : 

T'oute courbe, dans lacquelle le rapport 2 est constant, est une 
Iielice tracee sur un cylindre quelconque> 

En efiet, si nous considerons le mouvement du triedre (T^) pa- 


~ et parallele a la normale 


(*) Voir, au sujet de ce theoremc: 

PuisEux, Probleme de Geometrie (^Journal de Liouoille, i’’® sdrie, t. VII) ; Ber- 
trand, Sur la courbe dont les deux courbures sont constantes {Journal de Liou- 
oille, I(*) **® sene, t. XIII) ; Liouville, Application de V Analyse d la Geometrie par 
Monge, 5® edition. Note I. 
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rallcle a (T), nous savons que, la composanLc q etanL nulle, I’axe 
instantane de rotation est toujours dans le plan des xz, Lorsqiic Ic 

rapport ^ on demeiirera constant, cetaxe instantane deviendra 

fixe par rapport aux axes mobiles. Or on sait que, lorsquc Faxc 
instantane occupe imc position invariable par rapport an systeme 
mobile, il demeurc fixe dans I’espace. Le triedre (T|) tournera 
done aiitour d’une droite fixe; son axe des qui est parallele a la 
tangente de la courbe, fera un angle constant avec cette droite fixe 
c‘t engendrera iin cone de revolution. On reconnait la ])roprie(e 
caracleristique de fhelice traeee sur un cylindre qiielconque. 

Lorsque p et t sont constants, cette lielicc est traeee sur un 
cylindre de revolution. Dans ce cas, en efiet, le mouvement dii 
Iriedre (T) presenlc a chaque instant une translation ct une rota- 
lion invariables. Alors Lous les points du systeme mobile, et en 
jiarticulier I’originc du triedre, decrivent des helices tracecs sur 
des cylindres circulaires droits. 


7. Dans le mouvement quo nous venons d’etudier, trois des 
six quantites ... sont nulles. Nous aliens monlrer que, 

reciproquement, si Ton a 

Y, = ^ = ^7 ^ o, 

Torigine du triedre decrit une courbe qui est tangente a I’axe des 
X de cc triedre et admet I’axe des y pour normale principale. Le 
])rcmier point resultc immediatement des equations 

'0 o. 

D’autre part, la composante q etant nulle, nous avons 

2 c da — o. 


L’axe des ^ du triedre mobile est done normal a deux positions 
consecutives de I’axe des x. En d’autres termes, le plan des xy est 
le plan osculateur de la courbe decrite par Foriglne des coor- 
donnees. 

En reduisant toutes les vitesses dans le meme rapport, de ma- 
niere que ^ devienne egale a i, on doit remplacer /?, r par y? 

La coLirbiire et la torsion de la courbe sont donn(5es paries for- 
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ni Lilcs 

(i6) 




— P 


8. La metliodo cinemalique quo nous venous d^exposcr s’ap- 
pliqiie d’une manicre eleganlc ala solulion conipleLc du problenie 
suivant, compleLeinenL resolu par M. Bertrand (^) : Rechercher 
lL exLste luie coarhe dont les no/ males principales soient aussi 
noi'inales principales dUuie autre coiirbe. 

Solent M un point de la coiirbe donnec et (T) Ic Lriedrc rclatif 
a ce point. Si Ton porle siir la normalc prlncipalc une longueur 
MM' = a, la vitosse du poin( M' aura pour composantcs 

da 

, -m, pa, 

suivant M.r, Mp-^, Mz respecUvcment; cela resultc des formubs 
(lo). Si Ton vcul quo la courbo dccritc par Ic point M' soil nor- 
malc a MM', il faudra que Ton ait 

da 

Til = 

a devra ctrc constant : cc rcsultat clait evident a priori, et nous 
aurions pu le supposer immediatement, 

Alors la vitesse e de M^ cst perpendiculalrc a My et, si I’on ap- 
pelle to Tangle qu’cllc fait avee Mx, on a 

( u cos CO — I — ra, 

(^7) ) 

( V sin CO = pa. 

La droite M'M sera alors normale de la coiirbe decritc par I(‘ 
point M^; mais ellc ne sera pas en general normale principale. 
Gonstruisons le Iriedre (T^) forme par la tangente M^.2;^ a la courl)(‘ 
decrite par le point M', par la droite M'j' etpar la perpendiculaire 
commune a ces deux droites, et remarquons quo Taxe des y dc; 


(0 J- Bertrand, Memoire sur la theorie des courbes d double courbiu e 
{Joiu'nal de Liomdlle, i'’® sene, t. XV, p. 332 ). Voir aussi le Memoire cle M. Bonnet 
insure clans le XXXIB Gainer du Journal de VEcole Poly technique, ou rauLenr 
(leniontre (p. T 3 ^)que, si deux courbes onL les memes normales principales, lenrs 
plans osculaleurs aux points correspondants font un angle constant. 
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ce trledre coincide avec I’axe de nieme nom de (T). On aurait iin 
triMre ayant meme orientation que (T') en faisant tourner le 
triedre (T) de Tangle to autour de son axe des On obtiendra 
done la rotation instantanee du triedre (T) en composant les deux 

rotations /?, r da triedre (T) avec une rotation ^ autour de Mj'. 

Or la condition necessaire et suffisante pour que la droite M r 
oil MV soit la normale principale de la courbe decrite par lo 
point M' est, nous Tavons vii, que la rotation de (T^) autour de 
M'/ soit nulle. 11 faudra done que Ton ait 

dto 

~di 

et, par suite, que Tangle to soil constant. Ainsi les plans osculatenrs 
des courbes decrites par les points M, devront se couper sous 
itn angle constant to. 

Si Ton se reporte mainlenant aux forniules (17), on en deduit, 
par Telimination de e, 

sin to 

■ =/• sin to -H /? cos to 

a ^ 

oil, en remplacant r et p par leurs expressions geometriques, 

. sin to _ sin to cos to 

a ~ p T 

II y a done une relation lineaire entre les deux cour bares, 

9 . Reciproqueinent, s’il existe une relation lineaire entre lt‘S 
deux courburcs 



la courbe jouira en general de la propriete indiquee. On identi- 
fiera la relation precedente avec Tequation (18), et Ton aura 

A B 

a = ~7 cot to = — 

A 

Signalons cependant deux cas d’exception : 

Si Ton a C = o, sans que A soit nul, la relation entre les cour- 
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bares prend la forme 


P 

z 


const., 


i5 


el a devient infini. Ainsi la seconde coiirbe, lieu de M^, esL rcjelee 
a rinfini. La coiirbe proposee esL alors une helice. 

Si Ton a A = 0, c’cst-a-dire si la courbe a une torsion consLanlc, 
a esL nul et les deux courbes, lieux de M et de M', se confondenl. 

On pent avoir jdas de deux courbes aj^ant les memes normales 
principales : i® si la vaieur de a cst indetermince, c’esL-a-dire si 
Ton a A = C = o; dans ce cas, la courbe sera plane; 2” s’il y a 
plus d’line relation lineaire cntre les courbures, c’esl-a-dirc si b's 
deux courbures sont constantes ; dans ce cas, requation (18) sera 
satisfaitc pour Loute valcur de a etfera connailre o:>; il y aura done 
une infinite de courbes ayant les memes normales princij)ales. La 
courbe primitive el, par consequent, toules les autres seront des 
helices tracees sur des c^dindres circulalres droits ; la surface 
formee par les normales principales sera riielicoide gauche a plan 
dirccleur. 


10. Revenons an cas gdndral et clierclions les deux courbures 
de la courbe lieu de M'. Le triedre (T') relalif a cette courbe est 
invariablement lie au triedre (T). llsuffira done, pour avoir les 
composantes //, relatives au triedre (T'), de projeter les rota- 
tions />, r sur les axes de (T'). Cela donne 

p' ~ p cos to -h /’ sin to, 
r' — — p smto -h r cos to. 


Or on a, d’apres les forimilcs (16), en designant par -^7 les 
deux courbures de la courbe lieu de (RL), 


P’ 



V 


Les relations precedentes nous donnent done, par la substi- 
tution des expressions de />, t/, q' ^ 


(*9) 


I V cos to sin to 



I V sin to cos to 

T p 
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formulas auxquelles on peut joindre le syst^me suivant, obtenu 
en remplaQant r et/? par leurs expressions dans les formulas (17) ; 

( ^ COS to = I , 

(20) ) P 

} sinco = — 


es foimules (19) et (20) contiennent toiites les relations enlre 
Jcs deux courbes. On en deduit, par exeruple, 

sin to sin to 

, H -7 j 

^ P a 

relation hn^aire entre les deux courbures de la nouvelle courbe 
dont existence 6tait evidente a priori. D'ailleurs le syst^me (lo) 
pent etre reraplace par le suivant 


(21) 


COS to a 

—7- = I + , 

^ P 


I sin to a 


qui est beaucoup plus simple (')• 

L’un des cas particuliers les plus int^ressants avail 6 t 6 deii 
signals et etudi^ par Monge (2) : c’est celui ou les plans oscula- 
teurs des deux courbes sont perpendiculaires ; on a alors 

p = a, p' = _ a. 

centre, de courbnre d< 
autre et aussi le lieu des centres des spheres osculatrices a I’autre. 


relations que I’on pourrait d^duire’’ des formula 

or2JrZ;olTfJZZ^^^^ "t- -- ‘^‘yerence. 

sont suceptibles d’une veritable inte'^ '■"■^^Srabilite ne sont pas satisfaites 
que depend celle d7eaZt^!l ^ntegratv>n et jae c'est de cette integration 

le Cal^gZ 

gnat des equations aua; differences partielles, pubhd dans Ic 
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i 1. Les r^sultats obtenus par M. Bertrand donnent immediate- 
ment la solution d’lm probleme dont on s’est beauconp occupe : 
Determiner toules les surfaces gaudies dont les rayons de cour-- 
bure sontj en chaque point, egaux et de signes contraires. 

En elFet, les surfaces gaudies dierchees devront avoir, en chaque 
point, pour indicatrice une hyperbole equilatere et^ par conse- 
quent, leurs lignes asjunpLotiques curvilignes doivent couper les 
generatrices rcctilignes a angle droit. Le plan osculateur d’une 
ligne asymptotique 6tant le plan tangent dela surface, on volt qiie 
les gendatrices reclillgnes doivent etre les normales principales 
de toutes les asympLotiques. D’apr^s le r6sultat precedemment 
demontre, ccs asymptotiques ne peuvent etre que des hdices et 
la surface reglee un helicoide a plan directcur. On a vu d’ailleurs 
(n^ 9) que ceLte surface jouil bien de la propri(§te ^noncde. Ainsi 
Vhelicoide gauche a plan directeur est la seule surface reglee 
dont les rayons de courhure soient, en chaque point, egaux 
et de signes contraires, 

12. Nous terminerons ce sujet en donnant la determination 
des developpees d’une courbe gauche. 

Consid^rons le tri^dre (T) relatif a un point M. La d^veloppee 
devra ^tre engendree par un point N du plan des yz^ et ce point 
devra etre choisi de telle maniere que la tangente a la courbe qu’il 
decrit vienne, k chaque instant, passer en M. 

Appelons jK et ^ ses coordonn^es. Les composantes de sa vitesse 
sont 

. , dr dz 

( 2 a) i-rr, 21- Ws^PP- 


meme Volume (p. 118), el ou se trouvent les premieres recherches de Monge 
sur r^quation aux derivc^es parlielles des surfaces minima Monge fait voir, dans 
le Supplementj que si une courbe a un rayon de courbure constant, le lieu des 
centres de courbure jouira de la meme propri^Le et aura ses centres do courbure 
sur la courbe primitive. De plus, les plans osculateurs des deux courbes aux 
points correspondants seront rectangulaires. Mais le proc^d^ que Monge fait con- 
naitre, pour la determination de Tequation en termes linis des courbes dont la 
courbure est constante, est ^videmment inexact. Les Equations finies que donne 
rillustre geom^tre contiennent, en effet, deux fonctions arbitraires qiie Monge 
regarde comme independanies, bien qu’il ait demontre, quelques pages auparavanl, 
qu’elles sont li^es I’une TaiUre par une (Equation dilferentielle. 

D.-I. lA 
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Exprimons que la vitesse est dirigee vers le point M. Nons avons 
les deux Equations 


oil 

T dy — pzds 

y = — ~ p ^ ^ 

r ^ dz’-h py ds 

z dy — y dz , - 

— pds = — ■ 

En integrant, nous trouvons 


3 r da 

arc tan^ - — / — .. 

y J 

On a done 

(a3) 

rds 

z —y tang j — • 


Ces dqualions contiennent toute la llieorie des developpt^es. On 
voit que Tangle V, form^ par la normale principale avcc la droilc 
q’ui joint le point de la d(^velopp(^e au point correspondant dc la 
courbe, a pour valeur 



done les normales de la courbe qiii enveloppent deux d^veloppe^es 
difF6rentes font, entre elles, un angle constant. Reciproqiicmcnl, 
si deux normales a la courbe font un angle constant, et si Tunc 
enveloppe une developp^e de la courbe, il en est de meme dc 
Tautre. Ce sont U des propositions dont on fait souvent usage. 

La premiere des formules (^3) nous montre encore que les 
developp^es sont trac^es tout enti^res sur la surface polaire, 
enveloppe des plans normaux a la courbe propos(^e. II r^sulte, cn 
elFet, des formules ( 22 ) relatives a la vitesse du point {y, z) 
que tons les points du plan normal situes sur la droite =0 ont 
leur vitesse dirigee dans ce plan; done cette droite est la gdnera- 
trice de contact du plan avec son enveloppe, la surface polairc. 
D ailleurs, le plan osculateur de la d^veloppde, contenant la tan- 
gente ^ la courbe propos^e, est, par cela meme, normal a In 
surface polaire. 



L I V R B I. 


CHAP. II. — * INTEGRATION DU SYSTEME LINEAIRE. TQ 


CHAPITRE II. 


SUR l'iNTi£gRATION DU SYSTEME LINEAIRE QUI SE PRlilSENTE 
DANS LA THl^ORIE Pll^CEDENTE. 


SysLemes lindaires posscclant unc inL^grale dii second degre. — Leiir intcgraLioii 
ramence a celle d’unc dquation dc Riccati. — Rcmarqiics gdntirales sur cette 
equation. 


13. II nous resLe a (^Ludier d’line maniere delaillec Tintegration 
dll sy Sterne 


(0 


I d% 
clt 

It 

dt 


= V — a'', 




auquel satisfont les trois groupes de cosiniis. Nous avons deja 
signaleune propricte fondamentale de ce sysleme. II admet I’inle- 
grale du second degr^ 


(2) a2 -t- j 32 -4- yS _ eoi^St. 

et I’existence de cette integrale entrainc, comme corollaires, une 
s^rie de propositions qui facilitenl, dans plusieurs cas, I’integra- 
Lion du sysLeme. 

Avant de coinmencer I’etude des equations (i), je vais d’abord 
montrer que tout syst^me lincaire de la forme 


i S= Aa + B?+CY, 

Ci) I ^ = A'a + B'P-l-C'Y, 

[ J =A-'a + B''13+C«'Y, 


oil A, B, C, ... sont des fonclions de pent etre ramene a la 
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forme (i) toutes les fois quil admet une integrale dii second 
degre 

(4 I c(a, 7 )= const., 

c de>ignant une fonction liomogene da second degr6, a coefficients 
constants ou variables. 

En efl'et, par une substitution lineaire qai ne change evidem- 
nieiit pas la forme des equations (3), on peut ramener I’eqaation 
(4 ) < sauf les cas exceptionnels, que Ton iraitera facilement, ou la 
fonction serait un carre ou une sonime de deux carres) a la forme 

( 3 ) 'JL- -J- 3 - — 72 = const. 

Si Ton exprime que le premier membre de cette equation est une 
integrale du s^steme (3 ), on obtient les equations 

A = = C” = B A' = G -f- A" = C H- B" = 0, 

qiil inontrent bien que le s\sleme (3) se ramene a la forme (i). 

Le SNStenie (i ) nous apparait done comine le type ou Isl former 
rcdiiite d'une classe entiere de sy:>temes presentant la propriete, 
que 1*011 rencontre frequemment dans les applications, d’admettre 
line integrale du second degre. Ce caractere partlculier des equa- 
tions que nous aliens etudier meritalt d’etre slgnale et suffirait a 
justifier I'etendue des developpements qui vont sulvre. 

1-i. Je vais montrer d'abord que, toutes les fois que Ton con- 
naitra une solution particuliere ( V-o, joiYo) du systeme (i), on pourra 
joindre Tintegrale du premier degre 

axj-h 770 = const., 

a I'lntegrale deja donnee du second degre. 

En effet, si Ton a une solution qiielconque (a, P, y) du sys- 
Icinc (i L oil cn poiiiTa dediiire, d'apres les proprietes de loiil 
s\sU'*me lineaire, uue sululiun plus generale 

a~-/jao, Ji-r-ASy, 7-r-A-7o, 

Jesignant une constantc qiielconque. On devra done avoir, pour 
tou Lcb les valours de A% 

I 3 — (7 -f- /:7 o) 2= const. 
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Oil, en cleveloppant, 

a- -h [3--h y - -h 2 A(aao -+- 4 - yYq) -r- Po To ) = const. 

Le premier eL le dernier terme du premier membre etant con- 
stants, il en sera de meme de 


a^o-f- ppo-l-TTo, 

comme il fallait le demonlrer. 

II resulte ^videmment de la qiie, si Ton connaissait seule- 
ment deux solutions particulicres du systcme (i), (ao, [3o, yo), 
pourrait immediaLemcnt ecrire la solution gene- 
rale, qui serait definie par les (Equations 


a2 -1- p2 _|_ ^2 — const., 
aaoH- ppoH- TTo = const., 
aai-f- ppi 4- yyi = const.; 


ces equations peuvent etre rcsolues cl donnent pour a, [3, y les 
valeiirs 


/ a = Coao -H Cl ai 4- C2(poTi Pi To)? 
j P = Co Po -H Cl Pi 4- C2(Yoai — aoTi)> 

( T ~ ^oTo Cl Yi-H C2(aoPi — ai Po), 


oil Co, c,, Co designent des consLantes arbitraires. Mais on pent 
obtenir une proposition plus complete et montrer que, si I’on 
connait une seule solution du systcme (i), une seule quadrature 
SLiffira a nous donner son integrale generale. 


lo. Pour etablir ce resultat essentiel, remarquons que les va- 
Jeurs Ics plus generales de a, [3, y doivent satisfaire a la relation 

a2 4- p2 4_ y 2 = const. 

Commen^ons d abord par ^carter le cas oii la constantc serait 
nulle; on pourra toujours, en divisant ces valeurs par une con- 
stante convenable, supposer que Ton a 

(7) a2 4- p2 4- Y^ = I. 

Remarquons meme que, dans le probleme particulier que nous 
avons a trailer, a, |3, y, 6tant trois cosinus directeurs, doivent ne- 
cessairement satisfaire a cette relation. Il est naturel d’exprimer a. 
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[i, Y en fonction de deux variables independantes, de maniere que 
la relation precedente soil loujoiirs satisfaite, et de cherclier les 
equations differenlielles auxquelles devront satisfaire ces deux 
variables. 

Or, si Pon regarde a, p, y comme les coordonnees d’un point de 
Pespace, Pequation (7) representera une sphere de rayon i, ayant 
pour centre Porigine [des coordonnees. Considerons cette sphere 
comme une surface reglee, admettant un double systemc de gene- 
ratrices imaginaires, et prenons pour variables deux quantiteh 
demeurant constantes respectivement sur les generatrices de chaque 
systeme. Pour cela, nous poserons 


(8) 

ce qui donnera 

(9) a 


a -h 

I - T 
a — t'P 


i-Y 




I H- Y _ r 


x — y ’ ^ X — y ’ ^ X — y 


Remarquons que, d’apres les formules (8), oc ety seront imagi- 
naires quand a, p, y seront reels, et, en outre, Pimaginaire conju- 

H’u^e de X sera — ~ • 

b y 


Si nous subs tituons les valeurs (9) de a, p, y dans les equations 
differentielles, ces equations sc reduiront a deux, comme on devail 
s’y attendre, et, apres quelques calculs -faciles, on obtiendra Ic 
systeme 


(10) 


clr 
dy 

Tt + 


q — ip 
2 


■ip 




X el y doivent done etre deux solutions differentes de la meme 
equation en a- 




da 

~dt 


i c -h 



q-\^ip 


et Pintegration du systeme propose est ramenee a celle de cetle 
seule equation. Deux solutions particulieres distinctes de cette 
Equation donneront toujours, par Pemploi des formules (9), des 
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valeurs reelles ou imaginaires do a, [3, y, verifiant le sysLemc (i). 
Remarquons meme que, lorsque />, r seront des foiictions reelles, 
il suffira de connaitre uoe solution particuliere cr de I’^quation (i i) 
pour en deduire une solution (a, [3,y) du systeme propose. En 
cffet, designons par a-' riniaginaire conjuguee de cr. Je vais mon- 

trer que — est encore une solution particuliere de requation(i i). 
Pour cela changeons i en — i dans cette equation, nous aurons 


. , q in 

_ =-f. ^ 

at 2 


2 


et, par consequent, 


d 

dt 






II suffit de comparer a Tequation (i i) pour reconnaitre que — 
cst bien une solution particuliere de cette equation. 


16. L’equation en or appartlent au groupe des equations de la 
forme 


(i3) 


r/c7 

dt 


a -1- 2Z>a- -h cct2, 


ou a, 5, c sont des fonctions quelconques de t. Ce sont les plus 
simples apres les equations lineaires. Comme on les rencontre fre- 
quemment dans les applications, on leur a donne le nom de Ric- 
cati, parce qu’elles comprennent comme cas particulier requation 

d<j „ 7 

= acr2-H 


qui, seule, a ete I’objet des recherclies du geom^lre itallen. Nous 
allons rappeler rapidement leurs principales proprietes. 

D’abord, elles ne changent pas de forme quand on effectue 
sur 0 - une substitution lineaire, c’est-a-dire quand on substitue a o- 
la variable \ defmie par I’equation 

_ P(t-i-Q 
Her -h s’ 


ou P, Q, R, S sont des fonctions quelconques de t, 

En second lieu, on pent les integrer des que Ton en connail 
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Line solution particuliere. Soit, en effet, <7= ctq une telle solution. 
Posons 

O’ = o‘o + ^ J 


et nous obtiendrons pour 1 Tequation lineaire 

(it) ^ — c— a(ccro-4- 6)X, 


dont Fintegration exigera seulement deux quadratures efFectiiecs 
successivement. 

De la resulte une des propriet^s fondamentales de Fequation 
de Riccati. Comme la valeur generale de X est lineaire par rappori 
a la constante arbitraire C et de la forme 


PG-+-Q, 


on volt que Fintegrale generale de Fequation de Riccati sera de la 
forme 


RC-^S 

PG-i-Q’ 


P, Q, R, S etant des fonctions de la variable independante de ^ 
On deduit de la que le I'apport cmharmonique de quatre solu- 
tions de r equation est constant et egal d celui des quatre va- 
leurs de la constante arbitraire correspondantes d ces solutions. 


17. Si done on connait trois solutions parliculieres o-q, o-,, cj, 
Fintegrale generale sera donn^e par la formule 

^ O'o ^ O’ G’2 ^ 

O’! — OTj) CTx — (T2 ^ 

qui ne contient aucune quadrature. 

Si Fon connait seulement deux solutions cto, une seule qua- 
drature suffira. Voici le precede le plus rapide pour obtenir la 
solution. Posons 

x= 

a — (Ti 


on aura 
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Oil, ea remplagant ^ par leurs valeiirs tiroes cle Tequcn 

tion (r 3), 


I ctk 
A dt 


: c(rro — C7l); 


\ s’obtiendra done par ime simple quadrature, et Ton aura 

(,5) X = 

O’ — o^ 

C d^signant une constante arbiLraire. 

L’equation de Riccati possedc done une des proprietes fonda- 
inenLales des equations lineaires ct la connaissance de chaque so- 
lution particuliere permet de faire un pas vers la solution generate. 
Et, en effet, il est aise de ramener son integration a celle d’une 
equation lineaire du second ordre. 

Voici le proeede qui nous parait le plus elegant pour demontrer 
cette derniere proposition. 


18. Posons 



V 


r^quation deviendra 


d\i. d') 

dt dt 


av - 2 ^ [JLV H- c (JL- , 


et cette unique equation pent 6videmment etre remplacee par Ics 
deux suivantes 


(i6) 


(7!= 

1 

-Y= — c\>. — (h —h)'!, 


ou h designe une fonclion que Ton clioisira arbitrairemenL ( ' ). 


(q II cst bon fie remarquer que, si rmtegralion complete du systeme (16) en- 
traine celle de Tequation de Riccati sans qubl soit necessaire d’effectuer une qua- 
drature, la rdciproque n’est pas vraie. L'lntegration de Ti^quation de Riccati une 

fois effectuee, on a seulement le rapport la determination de p. ou de v par 

les equations (16) exige encore une quadrature. 



26 


LIVKE I. — CH VP II. 


Or relimination de [ji ou de v conduit, evidemment, a ime equation 
lineaire dii second ordrc. 

Si Ton prend, par exemple, h = on aura 

I dv 

c It’ 

el V salisfera a T equation 


(17) 


dC- 



r/v 

dt 


= 0. 


Si et designent deux solutions ’particulieres de cetle cqiia- 
llon, on aura 


(18) 


I V J -f- C V 2 
C Vi~f-Gv2 


C designant une constante arbitraire. 


19. Nous avons vu que le rapport anliarmonique de quatre so- 
lutions particulieres quelconques de I’equation de Riccati est 
constant. II est aise d’etablir que cette propriete est caracteris- 
tique, qu’elle appartient a cette seule equation. 

En effel, si <7o, co sont trois solutions particulieres, I’inte- 
grale g^nerale dc Tequation consideree sera donnee par la 
formule 

(T ffo ^ <T2 CTo p 

. — i-J ) 

a — 

ct relimination de G par une differentiation conduit a une equa- 
tion de Riccati. 


20. Appllquons ces propositions gen^rales, relatives a I’equa- 
tion de Riccati, a notre Equation (ii) en g*. Toutes les fois que 
Ton connaitra une solution du systeme (i) pour laquelle la somme 
constante a- 4 - y- sera differente de z^ro, on pourra r^duire 
cette somme a Tunite, et les formules (8) nous feront alors con- 
naitre deux solutions particulieres de Tequation en (T. D^signons 

ces deux solutions par o-q, — ~ II suffira, pour determiner Tin- 

tegrale gen6rale de Pequation en cr, d’effectuer une seule qua- 
drature. L’application de la formule (i5) nous conduira par des 
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transformations faciles a Peqaation 


0- ~ CTo 
I -h cror! 


; =Ge 




ou encore 


H-ac7o V OTo 


/ I-t-TliT'o \ 

t 

T 

1 ; 

V / 


C d^signant la constante arbilraire. 

La quadrature qui figure dans ces formules porte sur une fonc- 
Lion reelle, toutes les fois que les rotations /?, cj^ r et la solution 
particuliere d’ou Ton est parti sont reelles'; car alors o-q, c-'j seroni 
imaginaires conjuguees, et la fonction sous le signe dans les 
formules precedentes, sera de la forme i0, 0 etant reelle. 

II est done demontre que, toutes les fois que Ton connaitra 
une solution particuliere du systeme (i) pour laquelle la constante 
+ sera diff^rente de z6ro, la solution gendralc de ce 
sjsteme s’obtiendra par une simple quadrature. 


21. Supposons maintenant que les solutions particuli6res con- 
siderees a, [3, y satisfassenl a la relation 

OL--h y- = 0 . 

Nous commencerons par remarquer que Tune au moins des 
quantitds a, [3, y est imaginaire. On aura done, en mettant cn 
evidence les parties rdelles et les parties imaginaires, 

a = a'-f- [3 = Y = y'-H- ty". 

Cela pose, si /?, y, r sont des fonctions I’eelles de if, a', P', y' 
et a", constitueront evidemment deux systemes differents de 

solutions reelles du systeme (i), pour lesquels la somme a- -f-|3- -f-y- 
sera differente de zero. L’application des formules (6) fera con- 
naitre alors, sans integration nouvelle, la solution complete du 
systeme (i). 

Supposons maintenant que /?, i' soient des fonctions imagi- 
naires. On pourra poser 
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et, en introdiilsant un facleur de proportionnalite p, on aura 

( 20 ) a=:p(l — |5 = jp(l -4-272), Y = 2P^- 

La substitution de ces valeurs dans le systeme (i) nous conduit 
aux deux equations 


(21) 

(22) 



Ainsi, X devra etre une solution de Tequalion (i i). D’ailleurs, 
si Ton pose 

[ 

ty = X -r- <-7 

A 

ceite equation prendra la forme 


dl 

dt 


^ ^ - 4 - )27 ] X 


oil, en tenant compte de laformule (22), 


(23) 


d _ q ^ ip 
di\‘^) ~~ “ 27 '' 


On aura done \ et, par consequent, cr par une seule quadra- 
ture; done, dans tons lescas, la connaissance d\in seul systhne 
de solutions des equations (1) perrnet d^obtenir^ par une seule 
quadrature^ V integration compile de ces equations, 

Les systemes particuliers de solutions pour lesquels la somnic 
a- -f- p- 4- Y' ^st nulle joiient un role essentiel dans les importants 
travaux de M. Hermite sur la rotation d’un corps solide ( ’). 


22 . Euler, qui a, le premier, etudie le mouvement d’un corps 
solide, a demon tre le resultat precedent par unemetliode toute diflfe- 
rente. Nous avons vu qu’il a exprime les neuf cosinus au moycn 
de trois angles seulement, et nous savons que les rotations 5^, r 
s expriment en fonction de ces angles et de leurs derivees par rap- 
port au temps par les formules (6) [p. 5 ]. Si done on suppose 


(‘) Hermite, Sur quelques applications des fonctions elliptiques. Paris, Gau- 
Lhier-Villars, i885. 
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conniies Ics rotations, ces irois formules constitLieront un systemo 
(I’equaLions differen tidies qtii remjalacera le sysLeme (i) et siiffira 
a dderminer les angles 9, cp, A. A la veritc, Ic defaut dc symetrie de 
ces equations ne permetgude de les employer d’unc manide gene- 
rale; cepcndant on en dedult tres simplcment la propriete fonda- 
mcntale du systeme (i). 

En effet, soienta'', 6", dies valeurs particulicres, supposees con- 
lujus, de a, [3, y, verifiant le systeme (i). Si nous prenons pour axe 
OZ ladroite dontles cosinus directcurs sent nous aurons 

alors 9 ct cp par les trois dernieres formules (2) [p. 3]. Ensuitc la 
derniere des formules (6), ou la secondc dcs formules (7) [p. 5], 
nous permettra dc determiner A par une quadrature. Connaissanl 
les trois angles d’Euler, nous aurons trois solutions particulieres 
da systeme (i) et, par consequent, aussi la solution generale. 

11 cst alse de voir que les quadratures a efldctucr dans les deux 
nieLliodes se rainenent I’une a Faulre et nc different que par des 
quantiles cxactcment inlegrables. 
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CHAPITRE III. 

Il^TEaPRETATION GEOMETRIQUE DE LA AIETIIODE DEVELOPPEE 
DANS LE CHAPITRE PllECEDENT. 


I’Uiide clcs coorclonnees synietriqacs clans Ic cas de la sphere. — IiiLcrpreLaLion 
geomelrique d’une substitiiLion hneaire effectuec simultanc^ment sur Ics denx 
(“oordonnees. — Forniules d’Eulei' et crOlindc Rodrigues relatives a la trans- 
formation cles coorclonnees. — Representation clc la variable iinaginairc par uii 
point cle la sphere suivant la melhocle clc Riemann. 


23. D’apres les developpemenLs precedents, on voit que I’inlegra- 
tion de tout systeme d’eqiiatlons lineaires a trois inconnucs, admcL- 
tant line inLegrale hoinogene dti second degre, se ramene a cellc 
d’une equation de Riccati, e’esL-a-dire a celle dti systeme lineairc 
ic plus genei'al a deuxinconnues. II nous parait interessant de jtisti- 
licr et d’expliquer ce resultatparquelqiiesconsiderationsde Geomc- 
Irie pure. Pour cela, nous allons faire une etude rapide dti systeme 
cles coordonnees curvilignes j', qui determinent les points clc la 
sphere de raj on i, et qui sont defmies par les formtiles ( 9 ). 

Par un calcul elenientaire, ces forniules nous conduisent a la re- 
lation SLiivante 

[x-yY 

c[ni fait connaitrc la differentielle de Fare decrit par le point de 
coordonnees curvilignes On voit que cet arc sera nul quand 
on se deplacera sur Func ou F autre cles generatrices rectilignes dc 
la sphere : e’est la nn resuUat bien conn a* mais la formiile (i) va 
nous condulre a d’autres consequences. 


2-i. Son second membre jouit de la propricte de se reproduiro 
cjuancl on souinet x et^y a iinc meme substitution lineaire. Posons 
en effet 


( 2 ) 


7 = 


ay^ -4- h 
cji-h d' 


axy~~ b 

X — 3 

cxi d 
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c, d etant des constanLes; nous Irouverons 

\ dx dy dxx dyx 

lx- jY “ (^ 1 — 7 i )2 

II resiilte de la que, si Ton considere sur la sphere deux figures 
decrites, Tune (F) par le point j'), I’autre (F^) par le point 
>^,),la distance de deux points infiniment voislns quclconques 
dc Tune des figures sera egale a la distance des points correspon- 
dants de I’autre; par consequent les triangles infiniment petits, qiii 
se eorrespondent dans les deux figures, ayant leurs trois cotes eganx, 
seront egaux ou symch,riques, et les deux figures seront egales ou 
symetriqaes : je dis qu’elles sont egales. 

En effet, dans les formules (2), faisons varier a, c, d d’une 
maniere continue de leurs valeurs acLuclles aux valours siiivantes : 
I, 0, o, I. La figure (Fi) se ddplaccra d’une maniere continue; ct, 
coinme elle est toujours egale ou symetrique a(F), cllc demeurera 
toiijours superposable a sa position primitive. Or, pour les valeurs 
extremes de 6, c, <r/, la substitution (2) se reduit a la suivantc : 

La figure (F|) est venue coincider avee (F) et, par consequent, 
les deux figures sont c*galcs. 

Le second membre de la foianule (i) sc reproduirait aussi si I’on 
employ ait la substitution 

( 3 ) x= —7 y— . 

cyx-'rd cxi-\- d 

Mais il est clair que cettc substitution resulte de la composition 
de la substitution (2), qui remplace toute figure (F)par line figure 
egale, avec la suivante : 

x^yu y = -^L- 

II suffit de se reporter aux formules (9) [p. 12] pour recon- 
naitre que cette derniere substitution remplace un point dc la 
sphere par le point diametralement oppose, e’est-a-dire la figure 
(F) par line figure symetrique; il en sera done de meme de la sub- 
stitution plus generale definie par les foianules ( 3 ). 


2 lo. Les resultats precedents ont ete dedults de I’equation (i) qui 
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donne la distance de deux points infiniment voisins. Mais on peuL 
aassi les obtenir par Temploi de la formule qui exprime, dans le 
s} Sterne de coordonnees la distance de deux points quelcon- 

qiies de la sphere. 

Soient, en effet, M, deux points de coordonnees x’ ^ r’ . 

On aura, en desigmant par MM^ Parc de grand ccrclc qui Ics 
re unit, 


(i) 


coslMM’ 


2.rjK — 2:r'r' — ( x y){T' -- r') . 


d'oLi Ton deduira 


( 3 ) 


2 — /) 

2 ~~ {^x—y)[x' —f)' 


V ^ {T — r)iy-x')' 


Ces formules, que j’ai d 4 ja donn^es avec plusieurs aiiLres en 
1872 (’), peiivent encore s’ecrire sous la forme 


cos 2 = R(:r,/, x , j), 


. MM' 


T\y, y), 


R(<7, 6, c, d) designant le rapport anharmonique des quantiles 

6, c, d, II est clair que ces expressions demem'ent invariables 
(jiiand on applique anx coordonnees des deux points Tune ou 
I’autre des substitutions (2) ou ( 3 ). On voit que ces siibstitu- 
lions ne changent pas la distance sphmqiie de deux points quel- 
conques; elles ne peuvent done que remplacer une figure (F) par 
line figure egale ou symetrique, ce qui confirme la proposition 
deja obtenue. 

11 resulte de ce qui precede que, si Ton consid^re quatre points 
quelconques M, M^, a la surface de la sphere, le rapport 

anharmonique des valeurs de la coordonnee x relatives a ces quatre 
points demeurera constant quand on deplacera d’une maniere quei- 
conque la figure invariable formee par ces quatre points ; en d’au- 
ires termes, ce rapport anharmonique ne depend que de la forme 
dll quadrilatere. On en connait differentes expressions que je ne 
m^arreterai pas a etablir. II nous suffira de savoir qu’il demeure 
constant quand le quadrilatere se deplace sans se deformer. 


(’) G. D\.rbou\, Memoire sur une classe reniarquable de courbes el de sur- 
faces algebriquesj p. 212. 
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26.D’apres cela, revenons au syst^me (i) du Chapitre precedent 
et considerons-y a, [3, y comme les coordonnees d’un point de la 
sphere. A chaque solution particuliere du systeine (i) correspondra 
SLir la sphere une certaine coarbe decrite par ce point. II rcsulte 
des propositions ^tablies tout d’abord(n® 14) que, si deux points de 
la sphere representent deux solutions particulieres differentes du 
systeme, ils demeurent toujoiirs a une distance invariable Pun de 
I’autre^ done, si quatre points decrivent dans leur mouvement les 
courbes qui correspondent a quatre solutions particulieres difle- 
renles, ils formeront une figure invariable, et le rapport anharmo- 
nique des quatre valeurs particulieres de x qui correspondent a ces 
quatre points sera constant; c^est dire que x, considere comme 
fonction de devra satlsfaire a une equation de Riccati (n° 19). 

II nous reste a expliquer pourquoi la secondc coordonn^e y 
satisfait a la m^me equation que la premiere. Pour cela, il suffit de 
remarquer que, si un point M de la sphere donne une solution du 
systeme (i), il en sera de meine du point diam^tralement oppose, 
qui correspond a des valeurs de a, [3, y changees de signe. Or on 
passe d’un de ces points a Pautre en echangeant x ety; ces coor- 
donn^es doivent done satisfaire ala meme equation differentielle. 


27. Les resultats analytiques du Chapitre precedent sont ainsi 
completement expliques. Nous ne poursuivrons pas maintenant 
P^tiide complete du systeme de coordonnees x^ y, et nous nous 
contenterons d’indiquer comment on determine le deplacement 
correspondant a une substitution lineaire effectuee simultanement 
sur les deux coordonnees. 

Reprenons les formules 


( 6 ) 


j P = I 9 Y = , 

X — y X — y X — y 


qui donnentles coordonnees rectangulaires a, j3, y en fonction de 
x^y. Si Pon elFectue sur x et sur/ la substitution definie par les 
formules 


, ^ mXi~^ n n 

( 7 ) x= /= 

pxi-^-q pyi^q 

et si Pon designe par a,, y^ les coordonnees rectangulaires 
qui correspondent a Xj^^ on trouvera, apres un calcul qui 
D. - I. 3 
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u’offre aucune difficulte, 



(H) 

1 Pl~ 
1 T1 == 

ay. a’ ^ a" 7 , 

by-^b'^ -~b"-, 
ca -f- c \8 - 1 - c"'(. 


a, 6, c. 

. . . ayant les valeiirs suivantes 


1 « = 

7 - 771- — 72- — />- 

2B 

, .m-~r- 71- — p^~~ q~ 

^ inn 

1 ) 1 = 

n - — m- — p- 

j, 772 --!- 722 -h r) 2 _i- ^2 

b = D ’ 

2 B 

pq^nin 

c 

f = 

nq — mp 

B ^ ’ 

mp-\-nq 

b--i , 

„ mq-\-np 

' " B~ 


oil B est le determinant de la substitution 

B = mcj — np, 

11 est aise de reconnaiti'e que ces neuf qaantites sonl le^ eoeffi- 
cients d’une substitution ortliogonale, de determinant i, ce qui 
demontrc une fois de plus le theoreme etabli plus hauL (n° 24 ). 

Si I’on remplace jo, q par les expressions suivante^. 

m — — p -h ?v, 71 = — IX -h i X, 

p— 

en posant, pour abreger, 

(lo) B = X- — t- iX“ '4" V - — 1 — p- , 

on tr Olive 

( Ba — p‘--hX- — ;x 2 — V-, B Z) = 2([xX -h pv ), Be =2(Xv — p[xj, 

ID } Ba = 'i[ ijJ. — vp ), Bb' = p--{- {x2 — X- — V-, B c' — a ( [xv h- Xp), 

1 B a" — 2 ( vX — ixp ), Bb" = 2 ( ixv — Xp ), B c" = p2 h- v - — X^ — 

Ce sont, sous forme homogene, les expressions bien conniies des 
neuf CO sinus, dues a Euler eta Olinde Rodrigues. 

28 . Pulsque les formules (7) deQnissent un deplacement reel 011 
imaginaire, e’est-a-dire une rotation finie, proposonsmoiis de de- 
terminer Taxe et la grandeur de cette rotation. On obtieut ces 
deux elements de la maniere suivante : 

Les points 011 Faxe de rotation vient rencontrer la sphere de- 
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meiirent immobiles dans le moiivement. Ils doiventdonc satisfaire 
aiix relations 

par consequent x, seront les racines de Tequation 
(ra) px--\-{q — m)x — n = o, 

qiii definitles elements doubles dela substitution lindaire. Soient^^^ 
/^les deux racines, que nous supposerons difiTerentes, dc cette equa- 
tion. On voitqiie le mouvement laissera invariables les quatre poinlt> 

= ct=y, x = x', 07 =y; 

I X =y’: y = y = y =/• 

Les deux premiers sont a distance finie et diametralement op- 
poses : ce sont les points ou I’axe de rotation coupe la sphere. Les 
deux autres satisfont a la relation x — et, par consequent, 
d’apres les formiilcs (6), ils sont sur le cercle de I’infini. De la re- 
SLilte celte definition d’un dcplacement au point de vue projectif. 
C’est Line transformation homographique de la sphere laissant in- 
variables quatre points dont deux sont a I’infini, et dont les deux 
autres sont diametralement opposes. Ces quatre points formentles 
sommets d’un quadrilatcre gauche, entierement situe sur la sphere. 

Quant a la gi'andeur de la rotation, on la determinera dc la ma- 
niere suivante. ficrivons les equations (7) sous la forme canonique 

x — x' ^1 — y J — ,yi~oc' 

^ 07— y ^ 1—7 7 “7 71—7 

Cette forme se conservera evidemment si Ton clfecLue un d6pla- 
cement d’ensemble, e’est-a-dire si Ton soumet toutes les variables 
.r, 7, x', . . . d la memo substiliUion lineaire. Supposons que ce 
deplacemcnt ait ete choisi de telle maniere que le point x = x\ 
y =7' vienne se placer sur la partie positive de I’axe des s; alors 
y deviendra egal a co , 7^ a 0 et les formules (i4) deviendront 

(i5) x^ — kx, yi^ky 

ou, en revenant aux coordonnees rectangulaires et appelant a, p, 
y; a^, yi les coordonndes rectilignes de deux positions corres- 
pondantes du meme point 

ai-f-Jpi _ . ai — ipi _ ^ a— 

I — Yi " ' I — T ’ ^ 

Ces formules conviennenl Evidemment a une rotation autour de 
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O d\in angle 6 clcfini par Pequation 
ri6) 

On le reconnail immediatement en consicleiant les points du plan 
des a:)' pour lesquels on a 

Y = Yi = 0 

Ainsi la giandour de la lotation sera deteiminee sans ambigiiite 
pai la foimule (i6) Quant a la valeiir de A , elle esL donnee, coinme 
on saitj par Tequation 

iiy) h — ^ , 

771 ~py 

OLi, SI Ton vent robtenir sans passer par les valeiirs de ^ pai 
Tequation 

A 7nq — 7ip 

29 Le depIacemeiU defini pai les foimules (7) n’est pas reel, en 
general, niais les difleientes metliodes precedentes permetlent 
d’mdiquei a quelles conditions ce deplacenient seia reel En cfl’eL, 
nous avons vu qiie, si deux: points lecls onL pour coordonnees j 
et cTi, j'l lespecLivement, les variables imaginaiies auionL 

pour conjiiguees — ^5 — y En changeanl done i en — i dans la 

premiere equation (7) et designant pai n?05 <70 l^s qiian- 

Lites conjiiguees de /z, /i, on devia avoir 

y — 

et cette relation, de\ant avoir lieu toutes les fois que x^ y sonl Ic^ 
cooidonnees d’un point reel, devra necessairement etre identiquc 
a la seconde des fornuiles (7) Cela donne les conditions 

El = ~ ^ 

7t m q 7 ? ’ 

quipermettent d’eerne les formules (7) sous la forme 
(rg; ^ ^ .ZyiljtiL. , 

— H- niQ — JJI^ 

^^0 designant les imaginaires conjiiguees de m et de n 

30 II est facile de leconnaitre que, lorsque, suivant la methode 
de Riemann, on repiesente une variable imagmaire par iin point 
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de la sphere, la qiianlite que nous Jcsignons par x est I’affixc du 
poinL(iy, p,Y) 

En eflot, la melhode de Riemann consisLe a representer d’aboicl 
la vaiiaLle z = par Ic point dans le plan des 

eomme Tent fait Gauss ct Cauch} , puis a fane la piojection 
stereograpliique de ce plan sur la spheie de rayon i qin a son 
centie a fougine, en pienant pour pole Ic point de cette spheie 
sitiie sin la partie posiLne de have des r Si nous designons par 
cr.j [3, Y Ics coord ounces de cette piojecLion stereographique, un 
Galciil clementaire nous donne 


ee qiii ]usuric noire lemarque 


31 Dans la iheorie des foncLions etdans diffcrentes recherches 
cle Geometriej il pent etie avantageux de modifier l(^geicmenl le 
sjsLcme de cooidonnees el de subsLiluei a^) la variable 


^0 


r 


On a alors pour a, p, y expressions 


t, i>-o ) 


■r-h ro 

I + X'Vq 




r,, — 7 
I + r/o 


eL Tequalion (i) prend la forme 


(an 


dx^- -r- d{r- = 


dx d To 


X 7 o — l 
^5' 0 -H I ’ 


Avee ce nouveau systemc, Ics coordonnees x^ Xq de tout point 
reel sont imaginaires conjuguees j inais d’autie pait, iin deplace- 
ment n’est plus lepreseiiLe par la mdme subsliluLion hneaire 
effectuee sui les deux variables (') 


(^) PoLii lout cc qui rouccine Ics lelaLions cnLre Ics dcplaccmcnU ct les sub- 
stiLulions lineajres, on poiina consiiUei Ics importanLs Mcmoires cle M F Klein, 
insures dans les tomes IX c\ \II des Mat he m at is c he AnnaleU} on ces lelations 
-,c ttouveiU approfonclies el appliqiiees a la soluLion cle plusieurs problcmes du 
plus haul intciet 
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APPLIC VTI02VS DE L THLORIE PRCCLDENTE 

FxteDsiuji cle Jd Lhc.oiie dc PoinsoL — Dolci mindLion de^ iiKnivemctUs cldns 
le^qaelb il 5^ a deuv lelaLious, donnees a ravaiicCj cnlic Ils loLaLioiis — DcLei 
ininaLion dcs couibes gauckcs cIoqL la couibuic cL Ja loision satisfonl imc 
jelaiion donnee — Dtude du cas 011 celLo iclaLion CbL lineaiie — Couibos fi 
roision coiibtanLe 


32 . Avanl cle COD tinner I’exposiLion de la Llieoiie geneiale, nous 
dllons faire qiielc[Lies applications des propositions qiii precedent 
Reprenons le s)sLeaie 


I O A 

"J ^ = ary_rV, 

aucjuel satisfonl les cosinus des angles qiie lail une droiLc fixe 
avecles axes mobiles On saitque, loiscju’un coips solide sc men! 
auLoiii d’un point five sans etie soiimis a Taction cTancune force, 
le sysLeine precedent est verifie si Ton substitue a a, p, y 

derivees ^5 ^ d’une loncLion f{jp^ y, /’\ liomogene et dii se- 

cond degre, qui lepresente la deiui-force Mve lotale du corps 
Gherchons tons Ics moiivements jouissant cTune piopnete ana- 
logue, e’est-a-due pour lesquels le sjsteine (i) adinet la solution 


fa) 





^1 

dry’ 


Oi 


]\lciis ici y(/?j y, /) ne sera plus assujeltic a etre liomogene et 
du second degre Comme a, p, yet les derivees de /se transfoiment 
par la meme substitutionj cjuanj on effectiie un changement des 
axes mobiles, 3I est evident ejue la propriete piecMente est inde- 
pendante du clioiv des axes 

En ecrivant que le systeme (i) est verifie par les valeiirs (2) de 
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7 , p, y, nous aarons les equal ions 


( 3 ) 


rl’oii I’ou dediiit 


— iit 

di \ dp 

d (df 


d! 0/ 

1 O' T" 

Oq ^ di 






d~t \dq ) ^ ^ 

dl ^ ^ ^^q ’ 




On a done, en inlegranL, 


< 


dj <)! i)f , 

P -r O' - 7 - ^ “i / = const , 

^ Op ^ <)q Of 


(•([iiaLion a laquellc il faiiL joindie la siii\anLc 



(jiii e\pnme que c/, (3, y sonL des cosiiius directeurs. 

En porlanl Ics valciirs de q Luces de ces equaLions (4) et (5) 
pn fonclion dc ; dans I’ Line des equaLions (3), on aura Ic temps 
par line quadiaLnie Apres avoir obleuii ainsi les expressions de 
/A (/, 7 eii fonction du temps, on aclicvcra, an moyen d’unc 
sciile quadratuie, I’lnLegralion du sysLeme (x) doiiL on connait deja 
la solution particulierc foiiinie par les dqualions ( 2 ) 

La solution est, on le voiL, toiile pareille a celle que Ton <\ 
rionnee dans I’etude du inouvemcnl d’un corps solide abandonne 
n kii-meine, mais Tanalogie est plus complete encore, si I’on sup- 
pose que la lonclion J soil homogenc Alors Fcquation (4) se 
rediuL a la suivante 

f{p^ O': ' » = const , 

et I’on pent lepresenter le mouvement en faisant rouler siir uii 
plan fixe la suilace invaiiablement liee aux axes mobiles donl 
requation, par lapporL a ces axes, esL 

J{'^, 7 , - ) = i 

Si I’on suppose que / soil entiere et du second degrd, on leLrouvc 
ainsi la solulion de Poinsot. 
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33 Commc cleiixieme application, proposons-nous de deter- 
miner les 111 oiiveme Ills dans lesqiiels il y a deux relations donnees 
a Tavance 

(h) — 

entre les trois rotations Nous allons doniier d’abord line metliode 
g^ometriqiie indiqiiant le degre de difficultc de ce probleme 
Dans la repiesentation de Pomsot, le mouveinent est obtenu si 
Ton fait rouler le cone (y), lieu de I’axe instaiitane de rotation 
dans le corps mobile, sur iin cone fixe (C) Oi les deux Equations 
prccedentes, determinant le lieu decrit dans le corps par Pextie- 
niitc de Paxe instanland, nous font connaitre par cela menic le 
cone (y) Quant an cone (C), prcnons-le arbitrairement; inais de 
telle manieie que la section de ce cone, par la splieie de i^ayon i, 
soil la developpee splienque d’une combe aibitraire tracce sur 
cette sphere, ce qui perniet d’obtenir I’aic de celte section sans 
aucLine quadrature, puis faisoiis rouler le cone (y) sur le cone (C) 
Les equations que nous aiirons a ecrirc pour exprimci ce moiue- 
inent contiendront evidemmenl la quadrature qiii donne I’aic de 
la courbe dhntersecLion du cone (y) par la sphere de laj on i Pour 
line position quelconque du cone (y), Paxe instantane sera la gc- 
neratrice de contact de ce cone avec le cone (C), et les rapports 
de /* seront connus Les equations (6) nous feiont done 

connaitre les grandeurs de ces rotations En cxprimant que le c6nc 
(y) roiile a cliaque instant avec la \ntesse ainsi obtenue, on aura 
a cfTectuer une nouvelle quadiature qui deteinuncra le temps 

Amsi le calcul pent etre dirige de telle maniere que Pon iPaiL a 
effectuer que deux quadratuies. On arrive a des lesultals equiva- 
lents par la methode analytique siuvante 

3-i. Supposons Irois des neuf cosiniis, r/, 6, c par exemple, 
cxprimes en fonction des deux variables x el y par les formules 
(6) [p 33] Sr 6, c sont reels, x Ql y seront des imaginaires dc 
la forme 

Ell exprimant que ces deux quantit(^s verifient I’equation de 
Riccatr (ii) [p. i3], on a deux relations, elles sont identiques a 
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celles que Ton obtienL en substitiiant seulemenL la valeur de x 
el ^galant les paiLies leelles el les parlies imaginaiies 

iS‘= w.h-2;(, 

(7 ) ' 


Elimmons/j, r entrc les equations (( 3 ) et (7), nous seions 
ainsi conduits a une equation de la forme 


, r//.\ 


Et, SI Ton piend poui /r, par exemfile, nne fonction arbiLraire 
de /z, cette equation ieia connaitre le temps l par une cjiicidiaturc 
Nous coniiaissons tiois dcs ncuf corsinus, 6, c Une derniere 
qiiadiature nous fera connaitre les si\ autres Les resiiltats ainsi 
obtenus coincident, on le voil, avec ceux que nous a fournis la 
methode geometrique. 


3 S Nous avons vu que, si Ton consid^re une couibe gauche 
quelconque el si I’on etudic le mouvenient du tiiedre forme par la 
tangente, la normale principale et la binoimale en 1111 point, on 
aura, en supposant que I’originc de ce trididre deciiL runite d’arc 
dans runite de temps, 

P =— g=-o, ^ y 

p et 7 designant les rayons de courbure et de torsion Pioposons- 
noiis de determiner loiites les combes pour lesqiielles il y a une 
relation clomiee a I’avance entre la courbiue et la torsion 



Gela reAuendra a determiner le mouvement d’un iriedre dans 
lequel on a, entie les rotations, les deux relations 

( 8 ) ^ = 0 , J{—P, 0 = 0 

En appliquant la methode generale donnee plus haut, on aura 
les expressions des neuf cosmiis qui determinent la position dn 
tri^die mobile, en fonction de Parc de la courbe qui, ici, est egal 
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du temps , puis, on deLenninera les coordormees rectangulaires 
} , du point de la couibe, soinmet da tiiedie, par Ics forninles 

di dy , dz 

= ft, ^ ~ a , ~~ z= a , 

ds di, di> 

<|ui donneroiU 

X = f a ds, ;} = f a’ ds, ^ = S 

36 La melliode que nous venous d’liidiqaer, et qui esL gdn(^rale, 
csL susceptible de simplifications dans cei tains cas particubers. 

Supposons, pai exemple, que I’oii deniande les courbes dontla 
lorsion est constante Les Ibrmules de M Seriet 

dc b dd U dt 

ds T ^ ds " ^ ds T 

nous donnent 6, U , h’* eii foncLion des deiivees de c Si Ton porte 
ces valeiiis dans les relations entie les neuf cosinus 

a z=z U c — dh\ a = h” c — be, d=^bc'—cb', 

on ti Olive 


dd 

dc'\ 

ds 

ds ) 

dd' 

dc\ 

' lh~' 

' ds)" 



' Th ~ 

ds ) 


On aiiia, par siule, pour les coordonnees reclangulaiies d’uu 
point de la courbe, lesfoimules 

r = J a ds = '= f( c dc’ — d dc ), 
y fa' ds=^ 'zf(c dc — d dc), 
z =. f a ds ~'zf[ddc — c dd), 

c, c' , etant trois functions d’line seule variable assujetlies a 
rum que condition 

C - -1- C^- -r- C “ = 1 

Si, par e\eniple, on pose 

^ ^ c 1 
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on aura 


id) 



I dL ~ L dl 
Id -I- Id -H l- 



h dl - I dh 
Jd Id P-' 




k dh — It dk 
Id^Jd-^ p 


n 


Ces formnles comcideaL, au\ iioLaLioiis pres, avec celles qiic 
M J -A Seriet a donnees daus la 5^ ediliou de V Application cle 
V Anoh se a la Geonielrie cle MongCj p 566. 


37, Une m6Lliode analogue s’applique a la deteiminaLion det* 
couibes dont Ic raj'ou de pieuucie courbuic est consLanl Reprc- 
nous, cn elTeL, les formnles 

d r ^ da _ b 

fls ds p 

Ou en deduit 

~ — \/da- H- da'- -i- clci - 

ct, pai consequent, 

dt — ap yjda- H- da'- -h da- 

On auia done, pour le-^ Lrois coordonnees d’un point de la 
(‘Oiiibe clierchee, 

/ z p f a d'yj 
ho) I ^ pj a' d(y, 

( c r pfa''dG, 

d(T designanl la differentiellc de Tare de la courbe spln^uquc 
decute par Ic point (a^ a’^) Le centre de courbure aura poui 

rooidonnees Ics valeurs suivantes 


(>0 


I -r- b p — p H- p / a r/cr, 

pfa' drj. 


et il Ciat aise de v^rilierj conloimcment aiix r^sultats dii n® 10, 
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que le lieu de ce pomL est aussi une combe dont la premiere coui- 
buie est constante et egale a celle de la premieie 


38. Enfm, SI Ton cberche les coarbes jouissant de la propiiete 
Mgnalee pai M Beitrand (n° 8 ), et douL les den's: courbures sont 
bees par [’equation 


on posera 

<i3) 


m n _ 

J T “ ’ 


?na -h nc = y / /n* -h- ?i-, 

777 a' ?it — y! \h7i - /?-, 

( ina" -i- nc" ■= y'’ \/ tii- -i- /i-, 

7 , 7 ', '■/ etauL trois foncLions evidemmeiiL assnjetUes a la relation 

-h jt'“ -4- 'f- = \ 

Les formules de Serrel 

da h dc _^h 
ds ~~ p ’ ds T 

iiOLijs donueiout, eu tenant compte de la relation (la), 


(lO \/ /n- = b, \/ 771- 71- — b\ 

ds ds 


d77i- --h 71- -7- ~ b 
c/9 


(IJ) 


Puis on am a 

f 7xa — 77ic= 71 { h' C — dV) — 77i{a^b " — U a" ) 

I , / „ c/«' ,dj’'^ 

I =z ni- -h 71-) i y — y — 


ds 


ds 


et de meme 




, , , . „v/ d'j" „ dy\ 

da _ d^\ 

ds "" ds )' 


„ / T nv/ , da dd\ 

na ' — 777 c = {7)1- -h 11 -) { a ~ — a -j- ) ■ 


Les lelations (t 3) et (i5) nous permeUent de determiner ct^ a\ 



applications de la tiieoric pr:ecedente 


45 


(i6) 


nous 

donnent 


a — 

m 

a ]i 


\/m- 4- ii- 


a! — 

fU 

\^ni- 4- n- 

d -h 11 

o'' = 

ni 

7" 4- ti 


/,,» da! 

r dy"\ 

V“ ^ 

"" ds / 

/a 

// dj. \ 

\ 'ch 

ds)' 

/y da. 


r ds 

d, ) 


v' HI - -h ii - 

Des formnles (i 4 )? nous deduisons d’ailleuis 
ch- = ( m- 4- 4- cW- -f- cbf- ) 


Oil am a done Ics coordonaees lecLaugulaires d’lin poinL de la 
Louvbe par I’emploi des eqaatioiis 

^ = fa ch^ J = f ^ ~ f 

LC qiu condiuL au lesiillaL dt'finiLif 

/ ch ~ \/ d%- 4- d'j, - H- 
] % = mf a d(s nfir/d'j! — a' 

(,_) \ j j \ yj 

j y ~ mf ot! d<j 4- dy ." — a" r/a), 

\ z — mf 7 " d^ -H iif ( V da — a dv'') 

SiuvanL que I’on fera in ou 11 cgal a z(^ro, on retroiivera les lor- 
nuiles (g) ou (10), c/, cy" sonL d’ailleurs, nous Favons vu, Iroi^ 
ibncLions d’unc sculc Awiable assiijcLLies a Funique relation 

{ iH ) Cl - 4- c /'- 4 - a !'- = I 

Les formules precedentes s’eLabliraienL anssi Ires aisement par 
I’cmploi de la Gcometue 


39 Des trois systemes (9), (10), (17), le plus simple est le 
sysLeme (9), qui deLerminc les courbes donl la torsion est con- 
sLante Nous allons les apphqner a la leclieiche do la coiirbe a 
torsion consLantej dont Findicatrice spheiiqiie est nne coniqiie 
^pherique On leconnailra aisemeiU que, si par le centre de la 
sphere dc rayon i on mene ime parallele a la binormale, cette 
parallele coupera la sphere en un point dont les coordonnees 
seionL c, d y d‘ ^ el qiu deem a line ellipse splieriqiie supplemen- 
taue de Findicaluce spherique. 
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En clioisissant convenaLlement les axes, on pourra done oblenir 
pour /i, A, I les expressions lies simples 

a{a — p) 7^4/ T{b-p) ^ i=,i/ 

[a — b){it — c)'' {b ^ a){b y (r — — //)’ 

<jui convienneal a la courbe siLuec sui le C(nie 



el, en porlanlccs valeurs dc A, A, / clans ics loimulcs (9), on aina 
Ic sysLeme 

li/ Zr 

2\ ~b)ic-~a]j ^/^^_p)(c— p; 

T / at r do 

l\/ {b — c)ia~ 0 )j — pi’ 

T / ah j d'^j 

i \ I a — c j ( t b\ j y /j — p ^ ^ ^ _ p ) 

qui do fin 1 1 la courbe cherclicL 

On nc connail, ci oyons-nous, ancune combe algebiiquc cl 
reclle donl la loision soil conslaiiLc 11 seiail inlcb'cssanl d’exa- 
minei si Louies lesi courbes a loision constanlc sonl neccssaiie- 
inenl Lransceiidaniles on bien, sbl y en a d’algcdjnqucs, de delei- 
iuincr Ics plus simples. 




/ 
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CHAPITRE Y. 


DES DtPLACEMCNTS V EEEX V VRI ARLES INEtPEJND VlXTES 

Relations clifTcrcnLicllcs cnLic Ics deu\ sysLoincs dc loLaLions DcLeiminaLion dii 
moiivemcnL quand ccs roLaLions sonL connucs Application au cas on elles sont 
lonctions d’lmc seule vaiiable 


-iO Dans les ChapiLrcs ]:)rcccclcnl3, nous avons vu coninienl on 
ralLaclic la iheoric dcs couiIjos gaudies a reUiclc du mouvenicnL 
d’an Lriedie D’aiilics rccherchcs dc Geomeliic cL, eii parliculiei , 
pcllLt) qui scrappoilcnL a la llicone dcs surfaces cxigcuL qiie Ton 
cousidcie dcs syslcincs mobiles douL les dilTcienLcs positions de- 
pcndcnl dc deux paiamcircs dislmcls Nous allons cnti cpicndie 
I’cUulc de Lcls syslemcs, cl, poui cUulicr d’aboid les piopneles des 
roLalious, nous coinnicuccroiis par supposci que Ic s^sLcmc mobile 
a lui poinl fixe qiii sera, coiiimc prcctVlcmmcnr , ronginc a la fois 
dcs axes fixes cL dcs axes mobiles 

Alois les nenf cosinus qui delciminent la position dcs axes mo- 
biles sont dcs fond ions de deux variables indcpcndaiitcs, u ct e A 
paiLir de chaciinc de ses positions, Ic systemc mobile pout prendre 
uuc infinite dc mouvements, qui correspondent aux dilleienlcs icla- 
tions que Ton pent etablir cnlie a et e Nous nUrodiiirons ici dcuv 
syslemcs dilTd'cnls dcrolalions Les lines, que nous desigueion-. 
[lai y?, / , sc rapporteiit au deplaccmcnl dans lequel ii vane seiib* 

Elies donnent naissaucc au systemc 






Vh 


i)U 






qui devra adinettrc coiiime solutions particiilieies les Liois cosinus 
dc cliaque groupc Les autres, que nous desiguerons par /?i , c/i , / m 
scront lelativcs au cas ou v vaiic sculc Elles donoent egalemcnt 
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( 2) 


doL 




I (/h 


f)p 


'h. 

Ov 


= p/?i, 


Lout semblablc au premier. Tl resuhc immedialcmcuL clc la quo, si 
Ton considere uii deplaccmcul du systenic dana IcqucJ u cl v ^oni 
des fonctions dounecs do on auia 


cli 


PR---7Q, 


dt - 


aR, 


dy 

dt 


:=aQ-pP, 


P, Q, R aj'aat les valcurs 


^ 3 ) 



dv 


Q = 



dv 


du 


dv 

dC 


cL, par cODseqiicnl, cos Irois qnanliLes P, Q, R scion! Ics rot.iLions 
lelatives au mou^cmcnt consideie Les projections siir Ics a\cs 
inobdes du clicmin on dc I’arc mfinimcnL pci it dccril, dans cc 
mouvenienL, pai un point doul les coordoDLiecs iclatnca a ocs a\c^ 
aeraieut auiouL [lOur valeurs 

/ dx H- {qdii -h qidv)z — (/ da -h 1 1 dv)y^ 
f i) ] dy^i^rdii -+- 7 idv)T — {pdii ~\- p^dv)z, 

( dz -h {p da -h Pi dv )y ~ {q da H- q 1 dv ) 

Nous allons d’abord etablir cerLames equations aiix dcnvdcs 
partielles auvqiielles saLisfont les si\ rotations 

Egalons les tlcu-s; valcurs clc cjiic I’on jjcul oblcnir cii clillo- 

renliant les deux piemieics ecjualjoos dcs sjslomcs (i)cL(p) Nous 
. uirons, apics avoir rcmplacc les dcrivccs dc P, y par Icurs valcurs 
iirees dc ces deux sjslemes, 


S 

' V Ov Oil 


-pqi-^cjp^ 


= v^^_ 
‘ \0v 


Ojj_ 

Oil 


■ ipl -h pt , 


Comme ccUe relation doit avoii heu quand on rcmplacc |j, y, 
SOIL par b, c, sou par b' , c' , sou pai h" , c", il faiidia c[uc les cocl'li- 
cients de {3 et de y soienL mils separenicoL iSlous aurons ainsi dciiv 

equations En egalanl de mdnie les deux valeurs de — , --.L J,;, 

da Ov da dv 

duites dcs systemes (ij et ( 2 ), on obtiendra une sculc equation 
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deplaclment a deux variables in de pend vnt cs 
noiivelle eL I’on sera conduu au sysLeme 


r 5; 


()p ()px 

57 “-^7. 


- 7 n - 
Ov 

t)l 

Ih' 


i)ii 

()i I 


■ PJ\‘, 


" 57 


([111 jOLic Lin lole ionLlamenLal dans la iheoiic (^) 

-il Rccjproqiiemeut Louies Ics fois que Ton connaitra six quan- 
liLes/J, 7 1 , saLisfaisauL aux equations (5), li exislera 

LIU momemcnl Jans Icquel ces six quantiles seroni les loLations 
Pour elablii cc resiillal, il sulTil e\iJemmcnt de monlrcr qne I'on 
pent oblenir dcs valeiirs des neut’ cosmus satisfaisaut a la fui^i aux 
cysteines (i) el (a) La Jemonstianon de cette proposition cssen- 
I idle pOLirrait se deJuiie des ihcoiemes generaiix relaliL aux 
equations aux derivees parliclles, mais on pent aussi roblenii 
ducctcment de la manicie suivante 

Jc dis d’abord qu’eii supposanl les equations (5) salisfaites, on 
]30uria dediiiie de tout syslcme de Yaleuis(o', p, y) salisfaisant aux 
equations (i), inais non aux equations ( 2 ), ime solution noindle 
des equations (i) 

Pobuns en cfict 

V Q 

u 


Nous aliens montier que Ics quantites A, B, Cj qui ue sont [)i\> 
lOLites niilles par li^potliese, veiificuL Ics e([uation5 (r) (*) 


(*) Ccs equalions onL cLe obLcnues ( f/e N01 mule, l IV, 

|) loS) pai JM Combescuie ({ui a einplojL le picmiei dcs LoiiMduaUuns cniLiiiti- 
Ui[iieb dans la fb'monstialion dch foiniules iLlalivet. a ia tliLouc dcs Miifacca H 
aux s^ilLineb oiLliogonaux Nous les avoiis donuees dc noLic cute, a^ant la pu- 
blicdlioti du Mcmoiie de IM CombesLui e, d.ins le Couib (iiie noits fail 

Lu 1S6G-G7 comme supplLanL de M J BciLiand, au College de iiaiuc 
D - I t 



5 o 


1 1\ nr 


L 1 I\P \ 


On a rn ("ficL 


'll 

i}{( 


O^y 

^'oii 

0 ' 

^llLl 

./hi 

On (h 

On 

‘ Ou 

0 


O^i 


Q I 

— ( P / - 

■ dl)- 

‘ ' Tu ^ 


Ou 


■ 

dll 


nij, en iL‘ui]»laraiU —j Ictus \dleiiib cl IciianI coinpL^^ clct 5 

( <[iiah{)i)s ( V), 


< () ) 


o\ 

Oil 


= B/ - i:r/ 


( 3 n ciiiici (Ic incinc, cn eflecliiant dcb petmutaltoiib, 

Cjj — V;, 


' i> ) 


on 

Oil 

or. 

— = \a — B p, 
iiii ^ ^ ’ 


cL, pai coiibc'qiicnl , A, B, C donnonl Ijjcn line bolulion noLl^ 
dll s\blejnc { i) Ll sj, slinnc (Bj, claiU clii [iiemicr dcgie pai j'appoi I 
aux dc[i\ccb dcs ionctioiib A, B, C, adnicL, CMdcminenL, uiio seulc 
^(diiliun pour laquellc los ^alcuLs imLiales dc ccs lonclionSj coi'i'cs — 
[lundanLcb a line ^alelll donnec' li^^ dc u, boiU dcs quanliLes Ao? 
B,,, (jf, (lonnccs al’a\ancc (') El il esl cncoie c\idcnL que, si oj^ 
Nalcui'b iniUalcs sonL nulles, la soluLioa unique c( in leiircou esj^>oiicl 
Cbl ccllc qiii cbt dcHcimiuee paries cqualions 

\ B = C 0 

Aoiis pOLUonb done enoncci la proposiLton MiisaiUo l Z'a/i 
f ojinait line solution dii s\ slcmc (i) qm^ poi lee dans les cjry ttet- 
fioiiii ( 2 ), Sfitisj usse a ccs cejuatLon^ qiiand on donne ct ll i/iic 
^ ulciu piu tiLiihei e ii^^ elle ) saLisjei a egcilenient poic/' 
rnleiu dt u 


La pinposiliuM iiuiisdilineUiun^, k 1, cLcIaii^ Ics clo\ eloppomciUs tf LI i X oil L 
aiiiMi, ,i scnoii i[iK, loiMja’iin .s^^Ume doiiuiLions tlilU tcnllcIIc^ ilii pi'emici 
• iidiL Lhl Ui>oIii [jtii iap|ioU au\ ckinccs foiiLLions incuunues, iJ aclii^ioL liiil 
soiit' i>(jliiLiijn poni liujinllc Its Vtdeiu^ initialed de-^ foncLioiib lurouii li cs soul 
(ioniin fsL due, o.juunc .)n -,ail, a laiicli^ qiii I’a dLinoiUice dans Louie s£i 
lahU Lll. adiiut, a la miiU, dcs rvecplujus, 1.011 cspondanles aiiv ca s on le-. 
d. in.c-s clL^fonrlinii. inLoiinuLi, .c lUL.enLLUl, , „ LoLaJiLL 011 cn paiLic, solis lun^ 
t"i nif mill [* nniiiLL' on inllnu* Mai^ null'. na\ons pas, LMdcnimeiiL, nou:^ 

ill i<a la. dLXLLijLiijii datib K .luesLions (|in iiuiis OLLiipi nL 
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i2 poinl etant eLabli, supposons qn’il s’ayisse de Iroiuci les 
‘.uliitions plus geneialcs coininuncs a la lois au\ equalions (i) 

( ( (^>j Noiib cillons Aoir qu’il exislc: line infiniLd clc\aleuis de 7, [j, 

Y s.ili^ltUsaiiL a ces cquaLions, el quc chaqiic sjslenio de soliiLions 
{ tuniiuines c^l coinplelcineiU detei nunc si I’on doune Icb ^ aleiii s , 
jy, Yu 7, [j, Y coricspondenL au\ ^,dcu^s iniLialcs i/q, Iq de 
If 1 1 de e 

Sup peso ns en elTcl quc Von lemplam u j)ai //o dans y, (j, y Les 
solnlions chcicliecs so rcduiionl a dcs lonclions dt' y\ 
ces lonclions dc (’ sont [ilcincineiU delei ininc'es pai la condilinn 
lie salislaiLC au\ equations (a) on Ton a lemplace u j'lai r{ 
d’adineltrc pom f' = c’o les valeuis inilialcs 7^, yu L’aiilie 
jiail^ 7, p, Y foncLions de if qni dononl saLisfaiic au\ 

equalions (i) el se refluiie a y' ^ {j', y' pour u — Kilos sonl 
flunc, (dies aiissi, coinjdelcmenL fldoiniinees par cclle double 
coudiLion, et il nous suifita de inonLiei que ccs fonclions a, p, y 
s.ilisfont egaleincnl an syslemc (a) 

Oi cc fail csl a peu jn’cs oMclcnl, car, si ]’on i emplace ii par 
7, p, ' so iccluisenl alois a 7 ', p^ y^ cL saLi^iIonl, poui celle \aloui 
pailiLulieie dc u, aux equalions ( 2 ), pai oonsequcnl, ellos y satis- 
loionl pour loules les valeuis de i/, d’apies la pioposiLion quc 
nous \cnous de demon Uei 

id II } a done line infinile de s^slcnics diflcrenls de solnlions> 
(‘omuuiiies et la solution la plus ginionalc depend, on le voil, dc 
Iron coiisianles aibiLraircs D’aulrc pari, si 7 , p, y, 7,, p,, y, de- 
signenl deux s'sslenies diflVuenls de soluLions, les fonclions 

7 - 77] -r- ppl -f- / 'l, 

d( niCLircionl conslanLcs poui loules les valeuis de u el de la 
ilcinonslralion se fail ici coinnie dans le cas d’une sciile varialilc 
Pai <3 Lille, SI nous pic nous Liois sysLcmcs diffeienLs de solutions 
b, Cj b‘ ^ c' j ct’\ V\ d\ donl les valeuis iniliales soient les 

IK id cosinus qui deteiminenl la position d un Lnedie IrircclangK* 
(/r„) pai rapport aux axes fixes, on auia, pom Louies les \alcins 
«1( u ct de e, des lelations Lelies qne les suivantes 

- I, fi((' - bl) Lt' ~ o. 
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ct nos tiois systemes de solutions definiront, pour Louies Ics va- 
leurs de u et de r, la position cl’un Liiedie mobile, triedic poiu 
lequel les lotations seiont piecisemenL les quanliLes donnees />, 

loi encore, coinnie dans le cas d’une seulc variable, LouLcs les 
solutions qne Ton pent obtenu sc dedui'jcnt de rune d’elles par 
uii simple changement de coordonnees On a Loujouis Ic memo 
deplacenient, inais il esL rappoite a des axes difleicnts 


Comine application, pioposons-nous de rccbcicber les mou- 
vemenls Jans lesquels les six loLations dependent de la scule va- 
riable ^ Alors les equations (j) cleMennent 


^ 7 ) 


On deduit de la 


i)j^ 

djL 


qn — iq\, 




dl 

-^pcj,~qp, 




drj 


y; — -I- y ___ 
^ di' 


h / 


dv 


e, 


el pai consequent, h etant une constante, 


p~^ ]p 

On voit deja que les s\steines (i) ct (2) admcLLcnt la solu- 
tion 



Nous poLii ions prendre ccLle solution poui representer b\ 
c\ et, cn nous servant des foinuiles d’Euler, nous aurons 

— siaO sin ci = ^ , __ sinO Qyjcp _ 2, cosO=ii 

n ^ h // 

cc f]ui monlre deja que 0 ct a soiU des foncLions dc la sclUc va- 
nable v 

bi nous nous leportons aiix founulos [p oj qui donncnl 
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Ics rolalions, nous avons ici 


sin 0 


(la 


= /? sincp -h q cos(p, 


Sin 0 


(Ji) 


= />i sin cp H- coscp 


ot par conscqucnL 


ce qui clonnc 


0u~ ’ (h’ /i"-— ’ 


^=^ka-r-\, 


V closignanL line foncLion de v llcciproqueincnt les formiiles (6) 
[p 5] nous inonLienL qiie, si 0, cp ne conLiennenL pas ii el si 
ne le conlienl que hneaucmenl, Ics six. lOlaLions scronL bien. des 
fonctions dc la sculc vaiiabic 


15 Dans rcxemplc precedciiL, leis six roLaLions sonl foncLions 
dc Tune des variables inddpendanLes Pioposons-nous, d’linc 
manicrc plus gcnciale, de recherchei tons les cas dans lesquels 
dies sonL ibncLions d’line quelcoinjue d’ciiLic elles, alois yj, / , 
/;i, poiiriont elrc regaidees comme des fonctions d’une 

certaine vauablc 0, qui dependra d^ine inanieie qiiclconqiie des 
variables a et r 

Si nous d^signons par p', q\ . les derivecs de . • par 

lappoiL a 0, les equalions (5) nous donncioiiL 


r8) 


/ ,rX) , c^O 

i ^ ^ (hi 

] ,()f) , c)0 

< cf q , — 

0(? ^ Oil 

^ ^ ^ Oil 


= qii — ^qu 


= 7/?i — pi ,, 


^pqi-qp^ 


Si, de deux 
valciiis de 

Oil 


quelconqncs dc ccs equaLions, on pouvait liicr 

— j ces valcurs seiaicnt de la foime 
o^> 


les 


Oil 


=/(0), 


()\> 


?(0), 


eL ces deux equalions condiuraicnt pom Q a ime expression de la 



loi IlK 


L I \ 11 r 1 


( II V l> \ 


f) — r ( (ilf hv ), 

a ct b elanL deiiv constaiUcs En siibsliUianl aii\ sanal)I<‘s u rl i 
]os sun antes 

— au -- b\ . i I f'/i — bu, 

on seiaiL ramene an cas piLcedcnl 

11 nous lesle done A exaininci sciilenienl Ic ( a^ on Ics < (juahom 

o . r 1 . '^0 , p 

( iS ) lie pcLi\ent uLie lesoliies pai lappoiL ti —? ^ (‘I on Ion a 

pai consibjiient, 

p' _ ^l' _ f J>' f/' 

p\ “ i}\ “ / — — PU\ 'ip\ 

On deduiL d’aboitl dc ces lelaliutn 

//j Pi t/\ CJi r / ' / 1 ~ U, 

el, oil uileyi aiil , 

p- - (f- ion si 

p\- V f H- / 1 t oilsi 

En nuilLipliauL Ics vaiiable^ a cL (' par dcs ( ()nsl<tul(‘s ( on\ ena- 
ble me tU clioi sics, on puuira ecriie 

-I- q- -- - I 
p]-~ql^V-i\ - 1 , 

el, pai consequenL, les CMrenuLcs (/?, y, /'), y,, / ,) des den\ 

axes dc rotation deciivcnt par lappoit au\ a\c^ mobiles il(‘u\ 
comber situees sur la spliere d(‘ ra>()n i 

II itiiiilte des premieres equations (qj que ccs deu\ (‘oui Ix". 
oiU pour chaqiic valeur dc 0 Icuis Langcnlcs parallcics Cc soul 
done deux courbes paiallelcs Ibino Araiilre, c-L si j’on siqiposc, 
cc qui est cvidcmment permis, que I’on aiL pris pour 0 lbu*(‘ i\r 
la courbe (C ) compte a partii d unc oiiginc fixe, ou pouiia pos( \ 

I Pi = p cos/i ^\i\h{cjp - 
j yj = y cus/^ -- sin -/?/'), 

( = / cos// H- Sin//(/;ry'~ yy/ ,, 

/t etaiU un angle conslani 


If 
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46 On pent clccliiire clc ccs lesnllaLs une icpicsenlaLion geome- 
Iriqiie cln rnoinemeiil Consulcions la coni be decriLc dans J’csjiace 
par I’exLicmile de I’nn des a\es insLanlanes pai excmplc, par Ic 
point {p^ 0 dcsignc par ciy i, c, a\ Ics nenl cosinns 

qui determinent la posiLion du s^slcn•lc mol3ile eL par X, \ , Z los 
cooidunnees de ce point relaLi\cmenl au\ axes fixes, on aiiia 

V ttp bq - C7 y 

\ a' }j b' q , r' 7 

b^'q-^i", 

Ddlcicntions loLalenicnt la picmieie de ccs eipiaLions el rf'iii- 
plarons d(iy db^ d( pai* Icm^ \alenis dcduilo^ des (oi nudes ( i ), 
Ell snbsLilnaal eiisnile a /?[, r/,, /, lenis valeuis Luces l1(‘s 
U[ iiaLions nuns obi leudions 

tl\ - {ap bq' c/')c/( 0 e sn\h ) 

Cctlc formnle nous inonlic epic X, , Z dependent d’nne ineinc 
\aiiablc, On-esin// l\Tr consequent le pole ('X, Y, Z) deima 
dans I’cspaec une couib(‘ ( T ) Lraci c sni la sjjIicic di‘ la^on i el 
qui scia toiijonis en contact a\co la cunibe (Cj Nous somnies 
ainsi conduit an rc'sultat shin ant 

Gonsidtnons sui la splieic do ravon i denx combes (C) el (V) 
Si nous dcplaeons la combe (G)cn l’assn|cl Lissanl a leslcr tangenle 
a la combo (F), nne combe {^C) ptiudlclc a {(^j el ontrainec daru 
son inons cinent dcincm ei a loujoiirs tangenle a nnc conrbe iixc (F' ) 
ptii allele a (F) Lc clcplaccincnt d^s dciiv conrbes (C) el (G' ) est 
piecisemcnt cclm ([uc nous nous pioposions dc definii Qnand i/ 
\aric scLilc, la combe (G) roule avec uncvitcsse conslanie sur ( F), 
el dc memo, qnand (’ ^aiic sciile, (CJ) ionic sni (F'), a\ce mu 
\itesse c[m osL aiissi constanlc 
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CHAPITRE VI. 

INTI^GllVTION SIMULTAWEC DES S\ STEMI .s LJNll UREb TlENCON'l lU s 
D\.]vs Li. TPiconrr riiLCLDrivrE 


IlLdiirLion dll pioblLine a I’lnLLgiaLion JaiiiiiilLanLC du doiiv u|i!alnnis flo llirraii 
— PiopObiLnuii, divciijes iclalivcs a ccs de:i\ cquaLioii^^ — Viilic niLlljodi' <l( 
solution leposaiU sui la dLLciminaLioii do (/, ((\ d" 


4 /. Apics avoir icconnu I’exisLciico clcs soluLioiib cojiiniiini's 
tUi\ sjstemes (i) cL (2), nous allons incli{[i]cr comnionL on I(‘S 
ileterminera Conrimo on nc doit considirci, dans la qiicshon ([in 
nous occupc, quo les solutions poui Icsqiicllcs on a 

(0 


on pourra (jxpiimer a, fi, y en foncLioii d(js vanabh^s j pai Ics 
lormulcs (9) [p 22], ct, d^aprcs les uisultaLs oI)l(ums an n" IT), 
les vaiiables y devront, I’ane oL I’aiilre, satislairc aii\ don\ 
dquations 


(^) 


= — u <1 _|_ 


-i j ’ 


do- 

,H> } 1 ’ 


qui sonl evidcminciiL compaLiblos, comme les syslenics d’ou on los 
a deduites. 


-18 ^ Nous sommes am si amenes k cc problcmc d’Anal^so elu- 
dier rintcgralioii simullanec de dcu\ ecjiialions de la forme 

(3, 

1 __ , 

^ ^ — «l-l- 2 

Ol'i c/, ly, C, (It, bt, Ct sont des fonclions donmles de ii eL de (> 



IMLGRVTION SIJlULTVNr.C DCS SlSTLIiinS LINCVIRJ:S 


En egalant les deiiM valenis rle 




cfiron ]:)eiiL clecUiue do cc-^ 

Oil 0 \> ^ ^ 

<*qiiaLions, on seia condiiiL a la relation 


:>(CG -h b)( ai~\- -h CiG-) — > {CiG bi)[a CG-) 


Oa 

t)v 


dfii 

Ou 


/Ob 

-1- 9 T -~ 
\ <)0 


OJ^ 

Ou 


Oil ) 


cjLii cst du second degic par rapport a c- 

Si cette lelation n’a pas lien idcntiqiicinent , les denx equa- 
tions (3) ne pouiTonl admctlie au pins que dcn\ solutions com- 
munes Done, SI Ton demandc quo Ic sysLcme (3) ait Line solution 
contenant une conslantc arbitrairc, il iaiidra que les coefficiciils 
dcs dilTeicntes puissances dc a* dans rcquation prectidcnle soicnl 
mils, cc qiii donne 


I !) 


da 

0\> 


Oa^ 

OLt 


-I- L> bai — •! rib I = o, 


j Ob _ ()b^ 
Ov Oa 

dc Oci 

Ov Ou 


H- cai — riCi = 0, 


icb[ — obci= 0 


Ces relations, appliqnccs au\ equations ( 2 ), icpiodiuscnt le*^ 
loimnlcs ('i) dii Chapitre precedent, [lai consequent nous pour- 
ions les snpposei veufiees dans la suite dc notic discussion 

19 Nous allons inontrcr reci|noquemcnt que, lorsquc les coef- 
licients rt, e, satisiont au\ conditions (4), les equa- 

tions proposees (3) admettent line solution commune contcnanl 
une constante arbitral re Pour ccla, designons par g* une solution 
quelconque de la premiere de ces equations, et posons 

()ij 

(5) 0 — 2^1 a — Cl cr^ 

On a, d’ailleurs, 

fh j 

(-1 — 26 a — CO’S— 0 

Ou 


DifTerentions Pequation precedente par rapport a e, Pequa- 
lion (5) par rapport a ct rctranclions les deux lelalions ainsi 
obtenues Nous aurons, en tenant compte des identites (4), aussi 



Livur I 


( ri \ I* ^ 1 


jy 


Ijjcij r[iie clcs (lcu\ equation^ [)il‘c rcL'nlc^, 

f)(i , , 

( () I — - i[ t 7 1 tn'i 

OK 


CL c|Lii donne, [)ai Ti lUd^i aLioi! 

J h 7 l-A; ihf 

( 7 I 0 -- 0 „r 

Oq clcsi^nanL la \alciir dc 0 pom ff Si doiu 0 <‘n( nullo [)()m 

1 / = ao, ollc 1c seia pruir louLc^ Ics valciiis dc ii 

Cc pouU cUml tLabli, faj^oiis uz-zu^^ daii'^ la 'iC{ onil(‘ (l(*s ('(pia- 
lioiih f3), eL flclcimmons la loiu'lioii rr' ih* r (pii a c< Ih 

c([iJalion cl sc rcdmL a O’,, pom i “ < „ On ,im.i doiK 

-- - >h ^7 r , 7 -5 

pour // - - //„ 

Ooni>id(. f ons ('nsujl(‘ la piciiiicK' (h's ('{|iialioi>s ), (O <l(‘lcimi 
nons la ]()nction y (pii s.iiisl'ail a ( {‘I l(‘ (‘(| iialion cl sc mmImiI a y 
pom — //y U’api'cs cc c[uc nous \(m()iis rlc ilcmonhMu’, <<l(c 
loiK lion c saLisfcia aii\ dcu\ ('(jualioiis , < .ir la \ .ilciir dc la lorn 
Lioij qiic nous avons dcsigm'c pai 0 , iidalni' a [<i solulion amsi 
dcdci mince, csl ludlc pour // — cl, par (‘ons(‘([U(‘nl, clli* 
luillc pour Louies Ics \cdcLirs dc if [.a lorn lion y <|ui s.ihslail au\ 
deux equations coiUnml, d’aillcms, la consL.mh* ailnlrain^ 

routes Ics opcialions (fiic nous simons (rindupicr soul possibles 
cL n'cMgcnl aiicunc qutidraLiiic qiiaiid on sail inh'grm' scpai (mnml 
chacune dcs Cfjualions ( 3 ) Airisi Ton s.uiia dcicimimn, s,uis inlc~ 
gratiOD, la soluLiou coniniiinc au\ chmv (‘qiialmus (piand on ama 
obiciiLi I’lntcgralc dc cliacunc d’clics 

oO Nous allons mairilenanl cb'nionLrci quclqucs pi ojiosii ions 
qui iciidcnt plus iacilc I iriLcgialion simullaiicc di's <'qual ions (d ) 
Supposons daboid quo 1 on (oniitUbsc uiu' soluiiori ('oniinunc 
de ces dcuv equations y z=. c Ln posant 
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on sera lamcQO k fleuv e([iiaUoiis lineaiics clc la loinie 


()iO 

Otl 


Ptu O, 


()i\) 


Pi 10 


Ql 


J'l 


rl la \aleiii gencuiU* clc c.) ■^'ohLicruIia pai la (oiiniilr 

(Sj 0) - r/i I P, r/t-lj Q _ Oi<^A’) 

([Hi ne conLicul, coinnic on b'cn as'^iii'c aisenicnl, cjuc cics dillt'- 
icnliellcb exacics 

11 psL inuLilo tl(‘ s’oricLci an cas oii Tun niiiail dcn\ on Lioi-^ 
bOliiLioos communes, la mcLliode c[uc nous avoub suivic an n*’ IT 
b’applicjLiria sanb inochficalioii, mais il conviciiL Ll’cvaminci rij\pa 
Linjse ou Ton auraiL pour Pune cics eqiiaLioiis une solution paiLi- 
t iili(''LC //c 'ifUisfai^ctnl p((s a raiiLi e Aiix rcbullats clcja cLaljli>, 
on pcuL alois djoulci Ic siuvauL On peui diHei nnnoi , sans au- 
Cline quad! at m e^ V iniepi ale genei ale de celle des equation'^ 
dont on connait une solution pai tic ulicj e 

Soil, pai c\omplc, c line valeur cle g- satislaisaiiL a la puMiin^nt* 
('([nation et non a l.i sccondc Posoiib 

r 

Oj 

Si nous poiLons ccLlc valeur de cr clans la piciiinjio (iipialion [ \ ) 
die dc\ icndia 

(Joy , 

— ■ - - C M to ( 

Oil ^ 

luLioduisons la loncLion 0, dcfinie pai lY‘C(uaLR)n (5) ou I’on 
icniplace c [>ai cL ([ui, cPapies la ioimulc (G), vcrifie Pcciualion 

-cOO 

L’ecfuation a Lac[uellc salislaiL co pouira clrc misc soub la lornu' 
sin van Le 
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Or, nn calcul facile cnDdinl a I’ldcnLiLe 


cO = ^(rr + 6 ) 

(Jv {)li 


J ^ r) / I r)lo£!:0 \ 


li^n sulisLiLiianL la valcur do cO clans rdcjiiaLion (9), nous tron- 
vons 


t) 

(ill 


( 


toO H- 


r) lOGiO 



(‘I, (Ml iriLograiil, 


(10) 


0)0 = 


= Cj ? H- hi - 


- -h C, 
ih^ 


(j d('sit»nanl la oonslanLo arburaiic ([ui pcul cLrc uoc fonclion 
do (' La roiniulo qui rai( connailrr rJnLijgralc goin'ralc do la pu'- 
niic re (‘qualion no conlicnL, cominc nous Tavons annoiKo, aiicnn 
^!”nc do cpiadraLiirc 

La ])ro]iosilion ('Lalilio cn clcniicr Ijcmi^ joiiiLo a c(dlcs qiii jni'- 
(Midonl, nous p(M'moL do concJurc quo, si Ton coiinaiL pour cliaciiiK' 
dt's doii\ equal 10ns ( 3 ) uno solulion parhoaLjoro nc saLi^^faisanl 
pas a I’auLie, il sera [lossdih^ d’ohlcnii sans aucunc qaadrnluio 
los soliil ions ^(Midrali's do ccs dcuv ('(juaLions, ol pai coiiscquciU 
ffus^i loin \ solid tons coininunes 


T)! Nous inoiUreionSj cn icrminanl, (‘onimcnL on pciiL, (mi 
s’apjuiyanL sur co dornior ii'‘sukaL, former djireioiUcs (Equations 
dillercnUcllos donl rnUcgralion cnlrainciail colic clu sysLemc (3 ) 
sans (piadraiurc 

AjouLons les (^‘qiialions (3), api'es Ics avoir iniilLipliccs par 
cL do vespccLi veinciiL Nous aurons 

(h - (a dll (I I dv) — dtt rA’)T — (c du -i- o 

linvisagoons niaiiUcMianL les deux equaLion? differcnljclles epic 
nous foriiKMons cmi rcmpla(;anL o* succossivcmenl par dcu\ fonc- 
lions G-j, G-j r/ionirs commeon le voiidi a 


(11) 


f/cTi — a dll — — 'i\l} da -t- b\dv)ax — (c da-^ Cj r/e)af = o, 

rh, — (t dll — cLi e/p — da n- dv)aT,— {cda-\~ Cj dv)a\ = 0 


Snpposons cpie Ton saclic inLcgrcr chaenne de ces deux 6qiia“ 
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Lions dilTcicnLielles Je dis que i’on saiira alors integier, sans aii- 
LLinc quadraLuie, le sj'slemc (3) 

Soil, en eiTcL, 


I’liiLcgralc de la premiere equation (i i) et 


(‘die de lasecoiidc equation Faisons un changement de vanables, 
(‘t SLibstitiions 7, |j a a et e On aiiia, d’apres la di^finition meme 
de a ct dc (i, 


( i'2.) 



()u 


( 1 

4 


dp ^ * 

\ 

Og'i 

Ou 

()(> j 

( , On 

■> 

Tzi a— — h- a 1 

H 2 

b -r 

0 % 

07 ^ 

1)7 \ 

1 07 





dv 

-h Cl 

07. 




( KidiU an sysLeme (3), il prendra la forme 

T Oif /, fhf 7 / f)if fh \ 


Og 

dp 

Og f)ff ()v 

-p — ct — •+* cti -I- J 
()7 i)7 U7 


i)lf 


' 


()V \ 


Lcs (jquations ( 12 ) expnment que ci, c, sont respectivemenl 
solutions particulidcs de la premiere et de la secondc (5qua- 
Lion(i3), pai consi^quent, d’apies cc qne nous avons ddnontif, 
on poiina mt^gier compl^tement le systeme (i3), (Equivalent an 
systemo (3) 

Poui laue line application de cette deinmie pioposition, revc- 
nons ail systeme piopos(3 des (Equations ( 2 ) et pienons 


C7i ™ I , CT, — I , 


Ics deiix ctiaalions (i r) devieadi'onl ici 

q du I qi di' -h i{i dll -h 7 1 dv) = o, 
q dll -+• <71 di — 7(7 rf77 4- 7 1 f/u; = o 

Ainsi I’lnlegialjon de ces deux equaUons enliainerait cello du 
',)’i,Lciiie (2) Nous allous expliquei ce resultal en laisant connaitie 
uiinioycn nouveau, ct louL a fail different dc celui que nous ve- 
nuns d’cUidier, pour abordei rmlegialion du syslune des equa- 
tions (1) et (2} dll Cliapitie precedent 
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f 11 VI* V 


Dcsignoiis par c, . Icb nciif casinu^ ^a- 

li‘,(aisanl a cos rcjiialioiib (i) cL (2). On aiiiti 

i da - [hi {bfi—cqi)dv, 

n I ) ' dh [ (p — aj ) du -h ( ( p[ ~ ai i) r/r, 

\ d( - { (Uj ~ hf) )du I (((jx- hpx ) rA , 

o[ Jrs iclaLions anrilogiu'S quo I’on (^liLiendraiL cu acccnUianL (/, 
A, ( Si I on joinl a J«i jMCinicrc cl’onlir dies los ccjuaLions (|iii 
<lonnen( da\ on oljlicndra, on i.nbfinl la soininc ticb 

11^) did , dn'-~\ [(f du <l\d\ )- 1 \ ! dll ixdv)- 

Ot ii\ (f'\ {'lani li(‘s pai rcnpi.ilioii 

(d fi'- I- id- I 


^onl coorcloniH'rs trim poml trum* sjilirio, ul il cM im'nu* cm- 
(IciiL ([lie (^oKc spluM’c csL relit* (jui e^l (l('oiil(‘ jiai* \c jioml filin' <i 
1,1 cli'^laiMc* I Mir J^lxr innhilt* Ox Si Ton (*()nM(I(' ro^ ici t‘iit()i(’, 
i rlh' s})li(''i r ( onmu' line sm fai*!' i‘('gir(‘, (*1 si I’on posi* 

a la' fi — ut' \ 


r(‘(piali()n (i")j jneiidia l,i loiini* 

M71 ~\<ldii ([\d\'d- [idii 7 ids')- 


Si Ton pen I (l(‘(lmie 2 , i (li* (‘Ol Lc eipial ion cn loin I ion clt* ^M‘( 
(le ( , on am a ii^ u\ ii” t‘L le& (oiniuli^s, l(‘II(‘s (pie ]<“. siiivanLcs 


On 

Oil 


A/ ~ cij, 


On 

ae 


A/i — (r/i, 


frionl coniiailic pai ties rahml'^ ('l('‘m(*n lai rc-i; Jrs jsix: co'rjinus qiii 
icslcnl ,‘i (l(‘l<‘nninrr Vin^i loul sc rrtlml a Irouvcr les valciiis 
(Ir L el (Ic ) , loiiLlions dc u cl dr salisfaisaiU a I’rquaLioii (i^) 
Drcoinpo^oiis h* sg( ('md nirnihic dr cri Ir ('qiicUion cm deux (ai*- 
l(‘iiis(pie noils rgalci ons a /('i 0 Nous aurons ainsi JmiY (j qua Lions 
(lidi'i rnlirlirs 

If dll -I- 7[ dK' t\ r du -t- I X d\ ) — o, 

/ tf du 7 1 d\ — i\ / ds r ! \ d\ ) — o 


MS I 
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Suicnl 


IK)) y, •l{ If, r) = [3 

le :3 inLegialcs do ces deii\ ef[LiriLiou ‘5 Ii^i nous laisons un cliaiigc- 
iiionL de vaiiables el si nous sLibsLituous a ii el r Ics loncUons 7 , 
[3, le second incniljie de la foimule ( 17 ) preudia la lormo 

\X cl 'JL cl^j^ 


1 elaiU Line loiiclion ronnuc do ^ cL de p, el requalion a k'solkIio 
(le\ Londi a 


( > 0 ) 


(I / ch 
( ? - 1 1 - 


cl'j f /|3 


lillo no pcuL o\ idciniucnl adinelUc quc I’uue des deu\ ‘ioliilioi]'^ 
anles 

J--B 

on 

' ^ ‘b J 

A designaiiL unc lonoLion de y, el J3 line loncLion de [ii 
A doMa done a\on poui valciir 


I ii) 


\'U' 


( V Bp’ 


el d faudra de celLc equation dediure Ics valeius de A cl dc B 
wSj, i^ai im procede bien connu, on elinune les fonclions A 
el B, on \ciia quc )xSaLisfaiL a I’eqnalion aiiY ddrivoes paitiellcs 




fJoi (Pj 




({UL nous SCI a iilile Afais, si I’l'ui \euL obtciiii Texpicssion de \ 
ou de Bj il se juescuLe \ine difficull^ lenanl a cc que, d’apres one 
roinaique deja faiLe, I’evprcssion dc X ne ebange pas qiiaiul on 
lemplace A cl B respecLivemenl par 

fn — n \ f)) — /? R 

/> H- 7 V ’ -r- 7 13 ^ 

q clanl des consLauLcs 11 scmble done qiie rcxprcssion 
la plus genciale de A poiuanL satisfaire a requalion ( 21 ) deMa 
coiUenii’ irois conslanlcs el, par consequent, ne ponria elrc d(‘T 



LIVRE [ 


err VP VI 


icrmioec quo par I’lnLegraLion d’tme equation tliHeuMilicIh* dii 
Li oisienie orclie 

Essayous, cn eflet, de dotcrniLacr A En prciiiinl la doiivtu* lo- 
gaiulimique par rappoiL a a deb dcii\ mcinbicb de ri'([iial jom (21 ), 
(;n a 

, A" >A' 

a'-aTTh- — 


Line noLivellc diffurcntiaLion par rapjiuii a a perjiietlia d’rlinn 
nei B eL condiiira aTuqualion 




3rV'^- __ M'" _ , A)[(n:)>y O ^)2l 
A'“ A' \ ()y ) X Oy- 


Nous allons von que riiUegraUon do ct'llo ('([iiaLiou s’ldlrclm 
sails difficulte 

Le second membre, oLanL dg.il an premier, no doil pas (lej)tMi(li e 
do p, et, par consdqiienl, nr cliarigora p<is qnaiid on ilonneia a /j 
line valcui consLanto qiicleompic po 

Soil \q la valour coircbpoudaiilo d(‘ X, re(|miLii)n (2^) tulmellra 
I'vidcmmeiU la bolulion 

on, on IcriaiU coinpLo do rc([ualion ('j'O, 

lL il SLiliiia de porter ccLtc valciir do A dans I’eijnalion (2d) pom 
on dodmre la valeiir correbporidaiilo de B 

Ainsi, LouLe ladifficulle dans iioLre nouvolle inelliodi^ eon- 
siste dans rintcgralion dcs douv equaUons (nS), j| csL ilmr (pii', ^,1 
I’ou avail coaaideie de mdmo b, b', b", c, c', aii lieu diw/, r/, ,i\ 

on aui'ait eu a lulegrcr les deux difualimih, do I’tiii dos groui.cs sin' 
vanls 

( ,3 j \ P dr du -t- / 1 dr) 0, 

I pdit -■ dr — i{? du -1 ?^dr) r- o, 

p du Pi dr -h L{q du n- dr) -- o, 

p du Pi dr — i(<y du h- fj\dr) ci 


{ >(> I 
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[| y a evidemnicnL Je plus grand a\cii)tagr a a\oir Ic chui\ lil^ie 
cnlrc* CCS [lojs gioiipcs diinhcuils 

5i Nou'j a joulci ou'a onruirunc rcmai qur du pure foinie rela-^ 
h\<‘ an\ (.Ioii\ equal len^ fd) On pent luinenci Irui inL( g) alion 
sinniltancc <f celle cFune seidu eqiiaLion <le Riccali Supposon^, 
en odoL, qu j] s’agisse d(‘ Iroiner la solulion coninnino do 
<*i|uaLions qui '3C redml a Tq p<uir u — ^/o, v = (’o Posons 

If It Ij r = 

tlcsignanL cuiVilanLo^, a- de\JCiKlia uuc lonclion de L qui 
<le\ia ^alislaiic a I’cqualion 

ih ih , ih ^ , , 111, / ■, 

~ —u - V ■= au , a\\} - i( hu i- )cr ~i- ( cit -\- 
a! On t)v 

on 10*^ eocdfieioiUs '50111 mainLciiaiiL dcs l()iicLJon '5 do t 

Elle sera done detcrinnu’e pai celLe condilion, joirilc a cello (!(' 
sc n'diure a o’,, poui / = o Suppu'^ons qu’ou ait determine ceU( 
lon<‘lion 

JT — r.), If, 1’, l ) 

II sufliL d^ laifo l = i el de lenqilaeei //, e' re^pecln eincnt pai 
u — Ui), i — “ f’o pour oblenir la solulion elKucliee 

En Umanl eojiiplc dc cello remarque puicnicnl iheotiquC; 011 
peuL due quo V uilegi atioii suniiLiancr dc^ s) .sLiiine^ (1) el ('^) dit 
ChapiUe pif'cedcnt se j anicne a (‘die d'line ^eiile equation 
<ie Riccali 


I) — I 
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CHAPITRE VIJ. 


DES DLPLiCEMC]NrS V TjEUX \UlUDLIi LI (\‘> Ol ij M ) M | 

MOBILE ]n’v PVa T)J POJM ] I\1 

InliodiicLion cici sin. ti dnsI.iLionh — lU'ldLioiiN diMi u iiliclirs .iu\i)ih Ill’s 
^l^Uaf^JlU — iMou\enienL3 iiirmimciU peUL^ ((iii sc n diiisiMii di s loUihojis 
Tlicoitnic de MM Sclioueiuanc oC Mantiliciiii — ( |MiliinIiii imi iI > im 
ceiiLie inataaLaiie cle kjULiuii — riiLOuincdi IM Ujlhiudni! 


00 Apies avou tiaite le cas ou Ic sjsLoinc luohilo a un [loinl 
iixe, j1 nous reste .i e\aniinei I’Jiypolliibsc oi'i Ic incdrc ('T) si 
ineut crime nianiere quclconquc d.ms I’cspiicc alors il l.uuli.i 
jojiidreaux six lolaLions six quanlilus noiivcllcs Nous (Icsiquc- 
ions par r^, ^ les composanlos de la xmIcssc do I’oi i}.mc dcs a\cs 
mobiles relaticeineiU d ccs axes, quaud it vane sciilc, d p,,r I, 
/,!, si les niemcs coinposanlcs qu.uul c vane sculc Si I’on dcso.,,,. 
pai X„, lo, Z|) les^ coordonnbes derongme dos axes mobiles p.u 
lappoiLauv axes fives, on aiiia 


u; 


oa 


n- dr\->- i 


^A„ 

I-,, 


et les equations analogues en Y„, Z 


0|) 


ligalons les deux valours do 


q«e I’on pent dedu.rc de ccs foimules Apres avon , e.nplac . 

iesddiivees des cosinus pai leuis xalcur.s, nous obUondruus uin 
equation qui, devant avou Jieu quaud on lempla.cra c/, o 

es aut.es sysl6mes b', c' , a'\ 0", c" , sc ddcomposera dai.s li. 
iiois suivantes ( ' ) 


ill 

'l51 

Ou 

II 





^ __ 

Ou 

= 1 

” 'U 

-PU 


jf 

Uv 

'K\ 

Ou 

= p'ii 

—Pi 

-H 

-H Yji 

\ 


(b 


Ui. pouna compuK. avt. Ics louimli, .„„l„8uo. .loiinio 


piu M 


Kill lilioll 


f 
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36 RecipioquemenLj loiscjue les doiize quanULes . . saLis- 
IcronL aii\ equalions ( 2 ), ea meine temps qii'anx equations (J) 
du CliapitieV, il e^isteia an deplaccment dans leqiiel ellcs scronL 
les lotations et les ti anslations , carnoiis savons deja qii’on pourra 
deleiminer les neaf cosiniis , etde plus les equations (r), qm seront 
compatibles en verta dcs equations ( 2 ), nous Iburniront par des 
quadratures les coordonnees de rongine des axe-^ mobiles II esL 
inutile de lepetei ici que tons les inoiuements obtenns sc rodui- 
sent ail fond a un seal, obsei\e par lappoiL a des axes differcnts 
11 cst evident que, si, au lieu de consuleiei Louies les positions du 
s} Sterne mobile qui coi respondent au\ difTeicntes \aleurs clc u cL 
de r, on suppose que et (’ soient de;^ Ibnctions d’un soul para- 
metre c/, les rotations cL translations i datives a cc monvemeut 
seioiit lespectivement 


(3» 


du 

dv 

du 

dv 

du 

dv 

1 

r 




da . 

y y 

dv 

du 

dv 

v dll 

dv 

47^ 

dzL 



da 


et les projections snr les axes mobiles de relement do combo 
deciit pai un pumt qiidconque M dorit les cooidonuecs soiiL 
z, j , r pal lappoil au\ axes mobiles scronL 

I dz ;~\ $ du -h dv {q du -\- q ^ dv ) z — ( / du -1- f ^ dv ) y , 

(-1 > \ <^b ^ "t- 'll 'I- J 1 — {p da -h dr ) z , 

( ? du 4- dv -T (p du 4- dv )y — {q du 4- q ^ dv 

En d’aulres leimes, si cf etait le temps, on auiait les coinposantes 
de la Vitesse pai lapport aiix axes mobiles, en divisaiiL les Lrois 
expressions prececlentes pai da Noub ferons souvent usage de cello 
reinarcpic, quj dispense debeaucoiip de calculb et permet de laisscr 
(le cote tout ce qm conccrnc les axes fixes 

En teiminant ici ces notions piebminaiies sur le mouveinciiU 
nous nous contenteronb de remarqiicr que la nn^Lliodc siiivie s’ap- 
|)hque sans modification au cas ou la position du sysleme mobile 
lependiait de tiois on meine d’un plus giand noinbre clc paia- 
11c Lies 


Icins la (fiiaLuLme ct la ciiuiiiiLriic Lcr.m clc^ Voilesuugen ubet Malheniatische 
'dn bill 187O 
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o7 Nous allon‘5 faire usai^e dos icsiiltals piccerlonts poui do- 
rnontier un Lheoicmo impoilaiiL lelatil aii\ deplacements a deux 
xauaLlcs ( ' ) 

Si ]’ou considcie Ic sLeoie mobile dans uneposiLmn dcleimineo, 
il pout s’en ecaitei d\ine infiniLe de maiiieics, les loLalions ct le^ 
Lianslations couespondaiiLes an nioiivemeuL Ic plus geneial qu’il 
piiisse piendie sent donnees pai Ic Tableau (3) Cheichons si 
Tun dos mouvements indnunenL pcLiLs quo I’on obtient ainsi pent 
be leduire a une simple lotation 
II faudi’a poLU ocla que Ton ait ( 


( 5 ) 


I p dll -r - Pi dll H- ch}) 

-^(q diL~\- qi dv){f^ da h- ra dv)-\~{f da--) i t^dji'U.dit -t- dv):=z u 


Cette equation foiunit deuK \aleLirSj cn genoial dilTerenles, de 
^ II y auia done, en geneial, deux mouvements difleients, leeN 

oil imagmaiies, qiii sc icduiionL a iinc loLation L’axe de rotatioii 
coiiespondcHiL a cliacun do ce^ mouvements seia defini par Ic'i 
equations 

I Idii-^ "il — {q da-\- qi dv) z — {! du 1 ^ dv)y ^ i), 
t <0 jo 0i di>-]-{7 da / 1 dv)x —{pda-hpi di>)z r= o, 

( ^ da d^ H- {p da pid^)y — {q da -i- q^ d^)v — o, 

oil Tun lemplaceia par la racinc de Tequation (3) conespon- 
danle an moiivement consid^ie 

Leiesultal precedent a une consequence importante, qiiM seiail 
aise de vcnfici pai un calcul diiecL Puisquedeux dcb inouvemenLs 
se rediiisent a des j olations aiitoui de deux dioites, que nous appel- 
leronsD, A, la noi male a la sin face deci ite pai un point quel-' 
cotique da syslhnc uwai lable de^^ra renconti ei chaciine de CC', 
dioiLes , 


(*) Ce tliuoiLmc a uLl tiionLC eii iS 06 , dans ic Toiuiial de Lioimlle ( bciio 
l VI), pai M Mannheim, qui cii a fait dupuii, Tobjet d’unc dliulc apptofondie 
On ignoiaii, a ccLte i pO([ue, qiihl avaiL cLc doonL, ouze aiis aupaia\anl, pai 
Scliouernann, 01110*3 un a 1 tide prdbenLt, pai Steinei a I’Acacltnuc dc Ucilin 
{Uonanhci ichte iSj'j) C’e^t M Gcisri qiii, cii tS 8 o, a appcid ratlenLion sur In 
iicuail dcM SihuncinaiHi lL I’a lait 1 1 impi imm Juiunal de Cielle, t \( 

p iq a |S 
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Co 


cor ccUc norniale, rtanL pei pcinliculaiic a Ions Ics cloplaccmnnL'^ 
(III point consicJi'i e, Tesl cmi parLiculici a ceux qne prend Ic poinl 
(Inns 1(^5 rolciLions, et par consecpicnL elle rencontre iinccssaiicmenl 
Ics a\eij de ces lotalions 

58 L’(5quat]on (>) CbL dii second degi(^ ]jai rappoit a die 

poinia done avoii scs racincs imaginaii es, et alois Jes deu\. moii- 
vements qin se rijdniscnt a dcs lotations seronl cerlainemcnL 
iniaginaiics , cllc poiiiia ans.M .ivoir ses lacines egales Nous ne 
discLiteronb pas Ions les cas qiii penvenL sc prrscnlci , niais nous 
(Hiidieions les dt^placements ])oiir Icsqucl'j on sait a pi loi t l[\xA 
CMSlc (leiiv deplaccmcnts sc rc^dnisant a des lOtations aiitonr 
(le deLi\ dioiLes distinctes et conconrantes En se pLn^ant dans 
cettc hypothese, M Ribaucour a olucnu im (§l(jgant Llnjoiemc (' j 
qne nous aliens di^montier 

II Cst ais(^ de leconnaitre qne, dans Ic cas qiii nous ocenpe, Tcjqiia- 

hon (5) doit (itie unc identite iJcjsignons en cGTct par ^ les 

deux valenrs de -^S'daLives aux rotations consideiecs, on ama 
<r/c ^ 

n(3ccssauemcnt 


I p till '\- pi dv){cd({ gi rZl’) -H “ o, 

{poll -\- 0(> -4- O(') -1- —{), 

Ecs axes de ces rotations sont diifinis par les loi mules (0) La 
condition poui quo ces axes se con pent s’c^ciit dc la maniorc tics 
synicLiique 

{pdit H- /Jj -H oc ) -f- {pou -j- 2 :>^ov){^dit -{- ^idv) -h = o 

I.es Liois (Equations qne nous venoiib d’obtenir peuvent se ramenei 
an type snivant 

I A.dii--\~ i\\du dv -Y CcZp---o, 

17 } ^ A ^ B -f-. C ~ 0 , 

I Adii cu B (dll Of H- ric/i ^ o, (*) 


(*) Kibucolb, Sill la dc/oi malion dei> sm faces {Coniples icndus, L TAX, 
]) i3o) 
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Oil Aj B, C ont pour valeius 

2B = p, t -h /;?1 H- , 

= Pih ^ 

Si I’on considere lea trois equationh (7) comme deLerminant Ics 
inconnues A, B, C, leiii cleteiminanL seia {duo{> — dvouY, ct, par 
l)\potliese, ]1 ne seia pas nul On aura done 

V := B C = o, 

cL, par consequent, rec[uaLion (j) scia idenLiquemcnL saLisfaitr 
On ariive au\ memes conclusions par un laisonnement l)eaucou|) 
idiis simple Si les deii\ dioUC‘!> D, A se coupent, leur point d’m- 
lersecLion aura line vitesse nulle dans Lous les d(!:placcmcnLs On 
devia done avoii, si I’oii designe cMes cooidonnees de cc 

point lelativement au\ a\es mobiles, 

1 ? -^qz'-~jy ^O, 0, 

(8) ^ } x’ -pd =0, Oi + = o, 

el il n’est pas difficile de dediiiie de la les (Equations 
A = 05 B = o, C = 0 

Mdis void la conse([aence qiu consLiLue le iheoieme de M Ribau- 
conr 

Supposons que, pom toutes les valcuis de u etde p, il v ait des va- 
lenis de j;', j z’ satisfaisant aux rV(uaLjons (8) Le point 
consideie comine appaitenant au sysLeme mobile, decrira iino 
siiiface(^) que nous regarderons comme faisant paitic de ce s^s- 
teme Si Bon lappoite le meme point aux axes fixes, il deem a 
line sniface (S) Donnons a u et a p des accroissements du^ c/p, 
le point se deplacera snr la suilacc (S) ct decriia un aic infini- 
ment petit dont les piojections sur les axes mobiles, donnees pai 
les formules (4 j, seiont, en tenant compte des equations 

dx\ dj dz' 

Or ce sont la les projections sur les memes axes dii chemin deem 
par le point considere sur la suiface {s ) Ces deux cliemins ajanl 
tonjonia meme direction et meme giandcur, on -soil que les deux 
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surfaces (?) cL (S), non seiilement sont langentes, mais encore 
roulentrune sui TaaLie, de Lelle maniei e qiie les cliemins paicouius 
par le point de con tact, sur les deux sui faces, aient Loiijoiirs la 
ineme longueur et la meme direction 

En d’auties Leiines, les deux siiifaces se correspondent point 
par point, de telle maniere que deux courbes correspondantes 
Liient la meme longueur On diL alors qu’elles sont applicable^ 
I’une sill 1 autre 


59 Nous pouvons ajoiitei les proprietes suivantes 
Tirons des equations (8) les valeurs de . . ct por- 

(ons-les dans les equations (a) Apres nn calcul facile, nous ob- 
liendrons les lela Lions 


Oz' 


c)z‘ r)y 

(Jv 

Ov 

d(t ‘ dll ~ 

dx 

Oz' 

dr' ds' 

Ov 

^ Ov 

"to ^^‘to ^ 

oy 

f)x' 

dy' dz' 

Ov 


+ 

II 


qui conduisent 
rospectivement 


Multiplions-les 
et ajoutons-les Nous aurons 


a line consequence importanLc 
dx' dy dz’ 


Pi 

<7i 

i 1 

dx' 

dy 

dz' 

dll 

On 

On 

dx' 

dy' 

dz' 

Ov 

Ov 

"dv 


= 0 


On poiiiia done poser, et [j , extant deux foncLions con\cnal)]e- 
inent choisies, 


Pi =- — i^i 


dx' 

dll 


Or' 


( 10 ) 


On am ait de meme 


r)v' ^ ()y' 

O I = — 1^1 -h A } 

^ ‘ On 

0^' , c)z' 

; — jj. j X — - - 

‘ on Ov 


. O7' dx' 

p — A i — — H- [A ; 

' On ' dv 


et les equations analogues en / Si Ton substituc d’aillcurs 
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1 ‘S 'saleiu's clcs loLaLions dans Ics equalions (g), on ohLienl la (oj*" 
(lition coniplcmenlauc 

( II ) h = — h 

on sorle que Ton a, pour />, / , Ics valours siiivanlc^ 



qnu jointes auv equations (lo^, icniplacent Ics lurnuilos (i) 

el (9) 


60 L’lnleipietation gcomcLiufue cles equations ( 10 ) et (i*^) osl 
uMdentc Les dniivees dc j ’ , z' pai rappoiL a u et par rappoi I 
a C’ L'Lant propoi Lionnclles aiiv cosinus diiecieuis de deux taii- 
genles a la suilacc lieu du centre instantane, Ics deux lotations 
dont les composantes sont p, 1 et ^/i, /j •^ont dans le })laM 
tangent a cette suiface T1 cn sera dc memc cMdemment de la 
luLation qui corrcsjiond a une variation sinuiltanee quelconquc 
de ii et de 0 , cola resulte Jes foriniiles (3) cjui donnent Ics coin- 
[losanles dc cette lolation Nous pouvons done enoncer la pro- 
position suivante 

S’ll arrive, dans cliaque position du s^stciue mobile, qiic dcii\ 
des moinemenls infiniment pctits, par lesquels on amene le s\-,- 
teme dans line position infininient ^ 0 JSlne, sc leduisent a deux 
lOLaUons aiitoiir d’axes concouiant cn un certain point, tout antr<‘ 
m oil Yemen L infininient petit du svsteme sc reduira a line lotalion 
autoui d’lm axe passant j^ar le meiiie point, que Ton pent appeler 
centre instanlane de loLation Les deux suiiaces Iieux du centre 
inslantane, dans Ic s^stcnic mobile et dans Fespace, seiont appli- 
cablcs I’une sui rautic, elle^ seiont toujouis en contact, de telb^ 
mam ere que tout moinenient du s>stemo mobile sc icdiiira nu 
roLilemcnt de Tune dcs surfaces siir Tautre, I’axe inslantane dc l.i 
lOlation passant a cliaque instant par le point de contact des deux 
suiiaces et se tioii^ ant dans leur plan tangent commun 

IJ nous resle a donnei rinlcrpictation gcoinetrique dc reqnation 
(i r) EIlc expiime^, on le reconnaitia aisement, que la relation 
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cnLie la dirocLioa de la com he suimg pai Iciiulc in'^lanlanc eL cclle 
do ]’a\o de loLalion coi lespondant esL lecipioqiic , c’csl-a-dji c quo, 
si, apics a\OH considue iin dcplaccment inQnjinent pclil pour Ic- 
quel Taxe de la lolalion iiistanlanee a line ceiLanio diiccLion, on 
(Mivisage le dcplacemcnL dans Icqiiel ccltc diiecLion dcMCiiL cclle 
dc laiouLesniMC pai Ic cenlie mslanlane, Taxc deiolaLion danscc 
nouveau deplacenicnL aura inemc diicclioii cjue la lOuLc du ccnlie 
dans le punnici On jiourra ici consLiLuci unc lIk'ouc Louie sein- 
hlablc a cclle dcs tangenles conjuguees el de 1 ’indicali ice de Diipin , 
on liunvcia cgalemeiU dou\ sciies de lignes, analogues aux hgnes 
asj inpLoLiques, qm sonL caiaclLnscCis par ceLLc propiitLe quo, 
loisqiic le loulemcnL dc> deux surlaces Tune sui I’aulie s’efTecLue 
de lelle inanieie que le ccnLie insLanlane decrivc Tune dc ces 
courbes, la roLalion esLacliaque insLanL dirigec sunanlla Langcnt(‘ 
a la couibc Pai consequcnl, b s deux combes corrcspondauLcs qiii 
sonl alors Ics lontcs du centre sur Ics deux suifaccs onL, a ebaque 
jnslanl, inemc combure et meine plan osciilalem Nous laisseioiis 
an lecLeur le soin dc de\eloppci ces indications 

Gl, Reciproqucmcnt, Louies Ics (ois que Ton counaitra deux 
suifaces (S), (\), applicablos Tunc sur I’auLie, si I’ou place la sui- 
lace (s) de telle manicrc quo I’lin de scs points coincide a\cc Ic 
jioinL liomologLic de (S) ct quo Ics combes homologues des deux 
surfaces qui passent en cc point } soieiit tangenles, Loutes les po- 
sitions que Ton obtiendia ainsi pom la siufacc (5) depcndionl do 
deux paiametjcs et le dcplacemcnL a deux vanaldcs defini jiai ces 
diveiscs positions jouiia dc Loutes Ics propncles que nous venous 
dc signalei 

Gonsideions, par exeinplc, Loutes les surfaces (?) s^metiique^ 
de (S) par rapport a scs plans langenls, dies constituent cvidem- 
inenl to ales les positions d’unc smface (s) ronlant sur (S) On 
jiouua appliqiici a cc mou\emcnt Loutes Ics propositions prece- 
dentes Les suifaces trajectoiies dcs difTerents points du S)stcme 
mobile sonl homollictiqucs aux |iodaiies des difTerents points dc 
I’espace par lappoil a (S), Ic rappoit criiomolliclic etanl 2 
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CHAPITRE VIII. 


PRE^riETirb INOTIONS bUR LEb ( OOR nOKNP TS CURMLlTlNirb 

Suilace dc icvoInLion — Mv^seidc — Siiilacp pM-'iidospliLiKfue — S}slc!iics lan- 
Lhcimcs — SiiifdPc*. iiiglec^ — bLiifcKCS dcvcloppahlcs — UoLi i ruination dc 
LoiiLcs lessuilaccs appliralihs ^ul Ic plan pai la mrUiorlc dc jM 0 IJoniioL 


62 DtiUb ]c premier ChapUie nous avons recoiinu quo I’on 
poiivail rallachet la iheoiie cles combes gaudies a I’elucle tin 
moiivemenl cl’iiu Iricclic, dc meme les proposihons relalues au\ 
deplaccmenis a deux: i ai lables Itouvenl une apphcaLion. impoUanU' 
danb la ihcoiie cles surlaccs Mais, avanl dc developpei celLe appli- 
calion, nous douneioos dcs noLions etendues siir Ics syslenies (1(3 
coord(3nnees ciuvdignes que Gauss a, le premiei, employs d’une 
manmre sysLeiual ique, dans Ic moinoire fondamerUal Disquisi- 
Liones geneiales circa sape}ficies ciuvas^ publm cn i8‘i8 dans 
Ic I VI des Nouveaux Mcmoii es cle la Societe de Gocttingiie 

II y a, Gomme on sail, deux inoyens de definir une suilace On 
pcuL la d(3tcrminci pai son equalion, c’csL-a-diie pai la relaljoncpii 
e\i3te entie les coordount3es de I’lm cjiielconqiie dc ses points, 
mais on pent aiissi supposer que ces Irois coordonnees aienl elr 
cxprimt^es au inoyeii dc dca\ valuables indijpcndanLes epic nous 
appeJlcions ic el u Celle seconde maniere de cMQnii la surface cs( 
memc plus gentnalc que la premiere, cai, si I’on prend pour u el u 
deux des tiois coordoniu^es recLangulaires, rexpression de la 
IroiSLcme sera piecis<iineiil Tequalion dc la suiface resolue par 
rapport a celle cooidonnee 

Un s^slcine de coordonnees curMlignes pent (itre rcpresenlc: 
gi:oinelrLqiiemenl II suflit cle Iracci snr la suilace les deux, famdles 
cle courbes, licux d(:;s points pour lesqucls I’une on Paulre des va~ 
iiables Uj e demenre conslaale jNJais il imporle de remarquer que 
le SYsl(2ine de coordonnees n’esl pas compleleinent d( 3 fini, si Ton 
(lonnc sculcmenL les deux lamilles de courbes cooidonni^es On 
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poiirra cvidcinmenl , sans cliangor ces coiirbes, lemplacei ii et 
pai Irs ’saiiables qui seronl d(?s loncUons quelconques dcs 

pi oinioies 

'f « 1= 

C’csl line romarqnc doiiL on fail soiuonL usage eL qiii pcrniel 
(pielquofois dc giandos ‘5iinplincalions 


6Ii La inefhode de Gauss lepose ossenhellemenL sur I’expression 
dc I’arc d’unc coiubc quclcoaque liacee sur la surface 

Siipposons les coordonnees i eclangulaires j)'', z d'uii jioini dc 
l.i surface expiimecs cn fonclion des deiiv ^allablcs ii et r L’e\- 
pression d’uii aic de couibe trace sui la siiiface sera donnee ])ai 
la roruudo 

( i) - — L j F rlu ih^ -I- GcA’-, 


oil Ton a 



jNoiis appcllcrons, pour abieger, cU relemciiL liu^aire. Nous Ic 
inellioas aussi sous la forme 


( 3) cU-~ k-diL--\ a VC cos 7 tin ch n- C’ , 


et Ton aura, pai const qiicnl, 

(l) C-V'G, 


cos a = 


F 

y/E /G 


Lcs iormules ( i) montrent que Kdu csL fare de la coiubc 
P ~ const , G civ I’arc de la courbe a = const , enfin a esL l’angli‘ 
sous Icqiicl se coupent ces dcu\ combes an point consideie On 
aura done 

F O 


loutes ics lots que Ton emploiera des coordonnees cui'Mlignes 
i(‘clangiil<ures IL rcsulle egalement des foimules(2) que I’t^li^ment 
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sLipci field (le la siii'facc am a pom cxpirsMOii 

A(1 sin y du dv = — b- du d\ 

A\.iiU (I’allcr plus loin, nous aliens cloniiei quefipics c\cniplo‘^ 
<Il ce mode cle lepie^enlalion 

Gi Considerons d’aborcl les surfaces dc lesmluLion, el snpposoiis 
<|ue I’on aiL pns poin axe cles z Paxe de la suilace Si Ton appclle 
/ la dislance d’un poinl du meiidieii a i’axc, retpialion do la 
SLufacc SCI a 

InLiOflmsoua Tangle r que fail, a\ec Ic plan des xz^ le nidiidimi 
passaiiL pai Ic poiiil considere, nous auroiib, jjour Ics eooi- 
doniiees r, i , Ics expiessions 

OL — 1 cos ( , ji = / sin r, 

cl de la nous dcduirons, pom Tclenienl lineairCj la loiiniil(‘ 

{,5) ds- ■= d/ -[I J'~) — f -di^~ 

Ici les cuLiibes ; = consL sonl les paralleles, les combes 
c =r const sonL les meridiens Si Ton pose 

di / 1 ^ dti, 

/ clcvieiulra uuc foncLion de a. el I’eqiialion (j) preiidra la foinic 

( <> I ds~ — du- — o(u) dv- 

La significdiion de u esL evulcnle e’esL Tare du ineridien compu* 
a |)ail]i d’un paiallele fixe 

On pcul mctlre celLe expicssion de Tclemenl sous unc foune 
iin pen diffeiente Posons 

du _ _ d/ 

/'f -1- 

dcviendra unc foncLion F(;/| ) de etTeqnalion [^b) nouh 
donneia 

ds^ = F(iii ){ dul -- di-) 

(jo doLilcs les lois que TebunenL Imeaire d’une suifaco pcul 
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t'[ic lamcnc a la foiiuc 

) ( ch^ -r- <r/p^ I, 

on diU|uc Ics coiirl)cs cooidonnccs foimenl un loseau isolhej me on 
fsonieii Kjue l.a picmieie denoniinaLtoii esL empi laiLee a la llidoiic 
lie la clialcur, la '^oconde, cpii csL due a M Uunnet, s^explujiie pai 
Ic-) roniai<[iics suivaiUcs 

Inia^inons ([uc Ton Liacc siir la sin faro Loiilos les combes cooi- 
(lonnces coii c^jDondant a dcs valeuisdcs paiamcLies 7 , [3 cioissaiil 
sm\anLdos piogicssions aulhmeLiquos dc raison infianncnL peLile 

a, 7 -I- r/a, a - ‘id'J,, , 

fi, [ii -i- JjiJj [i , 

on aura ainsi decompose la siiifacc eii une s6ie de rccLangb jnli- 
nimenl peliLs, donL Ics coles scionL egaiiv si Ton a piis dy t/[3 
(In dll alois qnc la sin face esL dieisee en canes injlnunent 
petiiis Cela n’csL pas, sans douLc, ugoiiicusemenl exact, nuns Ics 
leclanglcs ciirvilignes formes par les lignes coordonneeii consi- 
dcrecs out le rappoiL dc lours coles adjaceiiLs d’aiilant plus \oisin 
<lc Piinile f[iic la laison dy a elc choisic jjlus polite 

Dans le cas dcs surfaces dc revolution, on voit que les mtiidiens 
ct les paralleles constituent un s>stemc isollieinie 

66 Consideions, en paiLicuhcr, la suiface de rc\olution on- 
gcndiee pai la i evolution d^inc chain ctlc autoiii dc sa base On a 
ici 



cl I ’on trouvera sans difficiilli' 

u — \h - - ((- 

La (ormide ((5) nous donneia, par consequent, poui rekmenl 
lineaire dc la siulacc, 

i 7 ) ds- = did -h ( IL- -h rd ) c/r- 

(k*Ltc surface lies icmaiquable a icru le noni iWiljsseide ou dt 
( atnioide Coinnie la cliainettc c^sl Ja scule coin be dont Ic laNon 
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dt‘ couihuie soil egal etclesjgne conLiaiie alanounalc, I’aljsseiJc 
csL la scale sniface de levoliiljon poiu laqnelle Ics la^ons dt‘ 
couibiue piincipauN: .soient eii chaqiie poinL egauv cl cic signer 
conliaiies On a donne le nom do sin faces minima a Louies celli s 
doiU lesiayonscle courhuie soul lies pai celle relaliori L’al>sscide 
c-iL done la i^eule suifacc mininia dc levolulion 

1 I 


It 


/■ 

/ 

/ 

% 

/ 





On saiLque, si L'on coasideie une cliainelle donl la base soil 0: 
el qiie, dii pied P dc roidonnec du point M, on aliaisse une [lei- 
pendiciilaiie PQ stir la tangenle on M, I’aic de la diainelle, coniple 
a pailir du sommel S, sera egal an segmenl de dioile MQ, pai 
consequenL, le point 0 di^crira une des dcveloppanlcs de la cbai- 
nelle 

Comme PQ cst conslanl el egal au paiametie a de lacbaineLLo, 
le lieu du point Q seia la coin he aiiz LcnigenLes egates on 
Li act) ice En designant pai o Tangle PMQ, Taic dcciil pai le 
point Q, loisquc cp augmenle de o/cp, a pour ^aleur 


dZc7 ™ MQ f/cp = a cot^:- 

Comnio d’ailleuis la pci pcndiculaiie aliaissec de Q sur Or a 



^O^IOTsS bUU LIS L00RD0^^L1S riIH\lLIGrslb 


7') 


poiii oxpiesbioii 

/ = ‘illl c, 

oil soil qiiG lY‘leincnL Iineaire dc la surlacc enyendu'o [)ai la 
lovoluLioii de la coiirbe aux Langciiles egal(‘s auloiii dc Oc soia 
clonne par la formule 

ds' =rz t/a--,- ; -dv- — ('/'(lOL-cp d^-~i sin-cp d\ - ; 

Posons 

t oicp i/cp — du 

CO qiii do line 

sin -- 0" 

cL nous aurons 

( 8 ) ds- — a-( did -+- c-^' dv-) 

Remaiqnons d’ailleurs t|iic, dans le Liiangle leclangle RPM, 
on a 

MQ q\i~cd 


Les cenlies de courbuie prmcipaux de la surface soiU evi- 
dcmment les poiiilb JM eL R., done Icb ia>ons dc coiubuie pun- 
cipaux salisfonL a la relation 

mV -= -cd 


Mais ccLLc propiicte ne caiaclerise nullement la suiface, d csi 
ruse de le deinontrei 

Proposons-nous, en efl'etj de deteiminei lontes les sui faces 
de levoluLion dontles la^ons de courbure sonllies par la lelalion 
piecddenle Par un calcul siu lequel nous nc leviendrons pas ici, 
on. Lrouve que les variables r eL / doiveiiL satibfaiie a la lelalion 
dilTeienliclle 




dz ^ 


/ - -t- a- 



d ? , 


l> desiguant une constante aibilraire qiu pent prendic LouLes les 
valetus possibles L’elenicnl lineaue de la surface esl doiim' pai 
la fonmile 


d.d 


rdcir- 

; - -t- C(- — 0 - 




Supposons d’abord que /> soil dgal a a On lelioinc alois Id 
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'Tiiutacc doiiL lo mciidicn ebl la coiivbe an\ LcinoonLca c^alcs Noil‘s 
lui donncroH'^ le nom clc suilacc pseudo^phei iquc 

Si b rsL plus j^eliL quo Ic lajou / pent pienclic loiilcs 
valrjurs inlL*iieiir<^s a b et Ton oljLicnt line '^Liiiace qui, coniine l.i 
pii'cedonle, a encore iin paudlcle d(‘ rebionssemenL liC, niai^ 
tou^ les ineiKliens vonL conpci I’axe clc la suihice on iin iucni(‘ 
poinl A, sous un angle fini clonL la Langenle ,i j)Oui ^aleur 

I I- > 


a-*' 



' ^ r 



\ 

)A 


/ 


Si I’on po^e abn ^ 


/ — y/ a- — b- 


cn — 


(t\ 


\Ul- b 

on oljliciil, pom L’elenicnl Inieaiic, l’e\picssion 

j r/r'-ij 


1 lOj 


Si b est au cunLiaiic [ilus grand quo tiy r a un miniinnin 
y/6- — c/- cL les incuclicns nc icnconlicnl pins I'aNie La Miilace 
adincL alois deux paiallclcs clc icbroiissenieiU ct un ceicle clc 
gorge DE (/}p o) Si Ton pose 


I ^ b^ — a- — 
lYb'iuciiL lineaue dcvienL 







th- £<- 
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67 Apres Ics surfaces dc r^volulion, nous exammerons le groupe 
important forme par les suifaces rc^glees Elies peinent etie 
definies par les tiois equations 

f X ~ cii If -h 6i, 

ill) \ 7 = ^^2 If 

I a^ii -T- bi, 

od ... doivcnt elre considerces comme des foiictions d’un 
parametre f; Si Ton suppose 

CL\ -H -i- = I, 

a designera la longueur portee sur chaque geiieiatricc recLiligne 
de la surface a pariir de la couibc d^finie par les equations 

(i3) 

Tig 3 


\ 





C 


X 


On dediiira des foimules ( ta) Texpression suuanLe de I’eli^menl 
lindane 

(i i) ch-=. da--^ :iD dii d\> -4- (Azt---h iB u n- C) dv-^ 

od A, B, C, D sent les foncLions de defimes par les relations 

A = (i^ -1-^2" j C = b'^ -+- h’r b'^ ^ 

B “ I d I "I" CL 2 b 2 CL^ d j j D = CLi b ^ n— ci-^ b •> - 4 — b j 

Si I’on suppose que la courbe u = 0 , definie pai les equations 
(i3), ait ele cboisie parmi les Lrajectoires oithogonales des genc- 
D - I 6 
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ralnces, on aui'a 

D = Oj 

et Pelement lin^aire prenclia la forme plus simple 

( 1 5 ) ds‘^ = ( A 7/ “ -I- 2 B z/ 4- C ) ch- 

Dans ce cas le systeine de cooidonnees sera form^ des gene- 
ral! ices rectihgnes = const et cle leurs Irajectoiies orthogonales 
Pour lamener relement lin^aiie geneial, cloniie par la foimiile 
(i )j ala foime (i5), il siiffna de substiLucr a u la variable suivanle : 

= z/ JD cJv 

On reconnaiL aiiisi qiie, dans toatcs les suifaces reglees, les 
UajecLoires oitliogonales des generatrices rectihgnes son I deter- 
inin^es par une simple quadiatuie 

68 Considerons, par evemple, la surface forince parfes normales 
pnncipales de I’lielice ou helicoide gauche a plan duecteur. 
Elle est definie par les Liois equations 

( ^ = ac, 

( 16) J T = U CDS t’, 

\ y It sirir ^ 

d’ou Ton dcduit 

(17) ds''-= (a ^-4 z£-j did 

La coinparaison des formiiles ( 7 ) eL(i; 7 ) nous montre que, si 1 on 
fail correspondic siir Tlidicoide cl sur Talyss^ide les points pour 
lesquels les valeurs de ii el de r sont les m^ines, les aics de deux 
courbes correspondantes seront ngourcusement egaux On dil 
dans ce cas que les deux siu'faces sont applicables rune sur 
V auti e II est clair, cn cflet, quo si Ton considerc une surface 
comine un tissu flexible cL incxtensible, et si Ton admet la possi- 
Inlite de deformei cetle surface sans dechiiure m duplicaturc, 
la longueur de toule coiirbe tracec sur la surface sera demciirec 
invariable dans la deformation Sans examiner la question dc 
savou shl est possible d’amener la premiere surface a comcider 
avec la seconde par une suite continue de deformations, on dit que 
deux surfaces sont applicables Tune sur raulie quand elles satis- 
font a la definition geoinetrique que nous venous de donner. Le 
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proLleme de la recKcrclie des surfacei applicables sui iine surface 
donnee esL im des plus inL^ressants, mais anssi un dcs plus dif- 
ficiles, qiic Ton renconlie dans Tapplicalion de I’analjse a la Geo- 
in^tiie Dans le cas qiu nous occupe, Theljcoide est applicable sut 
I’alysseide, les gi^in^ratnces reclilignes de la premiere surface 
correspondenl aux meridiens de la seconde eL les liehccs aux 
pai alleles 


69 Revenons aux surfaces reglees. II csl aise, lorsqu’on a seu- 
lemenL Texpression (i5) de relemenL Imeaire, de disUiigiici les 
surfaces gauches des surfaces d^veluppables 
En elfeL, on a idenLiquemenl 

\ “ — }- 2 B H— G = ( ci\ ii H— ^ 1 2 ^ j ^ ^ ^ii 1" 


On voiL done que le Lrm6me premier membre sera une somme 
de carreSj cL Ton aura 


B^-AG < 0, 

tant que les equations 


(i8) 





ne seronl pas satisfailes Oi ces dei meres equations n’onl lieu que 
dans le cas ou la surface est developpablc 
En efTet, les ^qualions ( 12 ) nous doiinent 

dx = ai dll ^ {a\ u -H h\ ) dv, 
dy — du h- {a\ u -h- b\ ) dv^ 
dz — da + (a'j u h- h\ ) dv 


Expnmons qii’il existe un pomL de la gibierairice qui decril 
line courbe Langcnle a ceLLc gen^ralrice, il fauclra qu’en prenanl 
pour u une fonction convenable de on ail 

dx ^ dy _ dz 
0^1 0^2 OJj 

ce qui donne, en remplaganl dx^ dy^ dz par leurs valeurs, 

O. j It H— Z? j G ^ IL — h ci -f- 1) ^ 

cii “ a, ~ aj ” ' 

Si Ton lienl comptc de Tequation D 0 , on Irouvera que la 
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\aleui comnuine des Lrois rappoiLs prt^ctdenls duit eLrc egalt a 
zero 

On devra done a\oir 



(H, par conseqiienLj les ('qiicUions (i8) e\prjmenL Ics condiliojis 
neccbsaiie^ et sjurfisanles pour qiie la suriace soil devcloppable 
Enfin, en siihsliLnant a v une foncLion convenablc dc on 
pourra leduiie le coefficient A a rumte Nous avons done, comnie 
forme leduiLe de I’element, 

( rg) ch^= pj dv^ 

dan-^ le cas <les ‘ludace^ gaacliOh, cL 

(2o) ds-~did-\-(u — 

dan^ coliii dcs Mufaces developpables, 7 et designaiU des 
loncl ions do e ( * ) 

70 De la lurine dc relemenL lineaiie des surfaces developpables 
on deduiL faLilemenl qii’elles sont applicables sui le plan 

Repicnons, eii ellet, la foiniiile ( 20 ) et decomposons le second 
membre en deuxfacieuis 

dll ~h — a) di-’j 
du — liu — fi)dv 

Si Tun maUiplte ccs facteurs respectivement par e ds 
(leMennent des differentielles exactes et ron pent poser 

j e^''[du -{- i{u ~ a) di>] ^ dx ^ i dy, 
i e~^^’[dic ~ l{i( — a) di>] = dx — i dy 

On a en integrant, 

I a: + -if:^e^.dv, 

\ x — ij = ue-^^ -1- i f dv 


(M Celle LliMJiie laisbc toiitefois de cole Ics suifaces i6^]iLcs imaginaiiea poiu 
lesquellcfc. on a 


af-hal-^al~n, 


et qui bont engendLces par dCb cliuites icncoiuiant le ceicle imagmaiie dc rinlini 
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D’ailleurSj en miiUiphant inembie a mcQibic les formiiles ( 21 ), 
on oblient, pour I’eleincnl bneaire clc la surface cleveloppalDle, 

1’ expression 

ds- = dx~ H- 

qiii clemoiilrc la piopncle annonccc 

Les foimnlos (22) peuvenL eric leinplacecs pai les siiivantes 

u cos -h / a Sin dr, 

) = u sin K> — /a cos e c/r 

On \^oil rfu’aiix ^cncralriccs locliligties cle la suilacc, deflnies 
par la rela(Jon e = const , coi respondcnl des droires du jilan ; 
par cons('(pienl, les Irajccloii ('s 01 lliogonalcb cics general! ices onl 
pour liansfoiinee^ les coiiibcs pai alleles, lia]i‘Cloires 01 lliogonales 
des cbmli^s dn plan /V I’arele de i ebroiisseineni , u = de la 
develujipable cones pond I’envelopjie de Louies les dioiles du plan 
Tons ces rdsnllals, (pie nous no nous arrelons pas a veiifiei, soul 
bien d’accoid avcc Ics opi^i tit ions inecanicpies par lescpiellcs on 
ri^alise le dcseloppemenL dc ceLLe classe si impoiLanLe de siufaces 

71 Nous venons d’mdiquoi un moyen d’appliqiier la surface 
developpablc sur iin jilan 11 est naLuiel de sc demander s’ll nV en 
a pas d’aiiLic, el si, par exeinple, on ne poiuTait pas realiser eette 
application dc la suiface en faisnnl coirespondie aiix geni^ratrices 
recLilignes de la surface des lignes courbes du plan Le raisonne- 
inenL suivanL donne la leponse a ccLte question 

Supposons quc Von ait, de deux manicrcs diffi^rentes, applique 
la d(‘veloppable sui le plan, c’est-a-diie qii’on ait mis son element 
liiicaiie sous les deux formes 

d 6 ^- = da dy -^- , ds'^- - dx^- - , 

on en deduira 

(iij ) f/r 2 -+- 2 ^ dy'- 

II est aise de ri^soiidie eette (Equation de la inani^ie la plus gen(3- 
lale; on pent, en effet, la remplacer par I’un ou Fautre des sys- 
tem es 

dx = cosot^/iP— smac(; , dx’ = cosa dx -{- smar/), 
dy " sin a cosa^^', dd — sina cZa? “ cosa 
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Oil a est Line iiiconniie auxiliaire, et cjui se deduisent I’un de Tautie 
par le changement de y en — / Considerons, par exemple, le 
premier En ecrivant que les seconds membies des equations sent 
des diJOfereiitielles exactes, nous obtenons les relations 


(H 

sinct — = cos a — 
Oy Ox 

qiu donnent 

dcL 

da 


dd 

cosa — = - 
^0' 


dcL 

sina -TT > 

dv 



a est done conslante En integrant les formules ( 2 ?) et designant 
par Xo^yo deux noiivelles conslantes, on aura 

= j?cosa — y sma-f-^o, 

= 07 sina cosa-+-yo 

Ce sont les Ibrinules de la Liansformation des coordonnees. Par 
suite, X, y et x\ f peuvent etre considerees comme les coor- 
donnees d’un meme point du plan, rapporte a des axes difTdrents; 
et les deux repidsentalions de la surface developpable ne doivent 
pas etie legaidees comme leellement dislinctes. 


72 Une autre question Lres interessante se presente ici Nous 
venons de voir que Temcloppe d’un plan mobile est applicable 
sur le plan Laieciproque est-elle \raie, et toute surface applicable 
sur le plan est-elle I’enveloppe d’un plan mobile^ Cette proposition 
a toiijours et6 adniise pai Monge et les autres geometres de son 
epoque, comme le prouve le nom meme de sw face deoeloppable 
donne des le debut a I’enveloppe d’lin plan mobile (‘ ) Elle est iin 
coiollaire immediat des piopositions gen(iiales que nous auions a 
developpei dans la suite, mais nous pouvons, des a present, en 
donner une demonstration directe et tr^s simple, due a M O. 
Bonnet (-). 

Soient x^y^ z les cooidonnees d’lui point de la surface chercliee, 
applicable sui un plan, et soienta, ^ celles du point correspondant 


(‘) You i CQ paiticuliei, le Chapitie sui les surfaces dt^veloppables dans V Ap- 
plication de V Analyse a la Gcometi le de Monge 
(®) Annali di ^fatematica, 2^ stiie, t VII, p 61 
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sur Ic plan. On doit avoir 

laG) dJc^- -H n- dz’^- = dcd- h- cZp, 


ce qiii donne les Lrois equations 




dx dot. 


dy dy 

dH 


dz dz __ 

^ dp 


DifTerealions les deux premieres de ces equations , nous aurons 


(■i8) 


dx d'^ oc dy d-y 

f)z d2^ 

da dcf!^ ~da da^ 

^ do* 

dx d^ OG dy d- y 

dp ^ dp ^ 

dz d-z 

^ dpi 

dx d'^ x dy d-y 

dz d^-z 

da OoL ^ da da ^ 

da. da dp ~ 

dx d^or dy d-y 

r)p da d^ ' d^ da ^ 

0 

11 


Diir^renlions maintenant la derniere des equations (27); en tenant 
comple des precedcnles, nous Irouverons 


(29) 


i)x 010 dy 0 -y dz d-z 

da c)p- da da 

dx d^jG dy d-y dz drz 

, c?p doL- ^ da- c)p da^ 


En comparanl les Equations (28) et (29), nous voyons que Ton 
doiL avoir 


d^-x 

d’^y 

d^-z 


d'?- 

da^ 

d-x 

- d^-r 

"" d^-z ' 

da 

da 0^ 

dad^ 

d-x 

Oiy 

d^-z 

da 

dot dp 

da dp 

d-x 

- ■ d»-y 

" d^^ 


dp2 

dpi 


Le sj Sterne (A) nous apprend que — ? 


^ sont fonctioQS d’une 
da da 
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ineme variable etle sy'^Leine (B) eLabliL qii’il en est de niemc pom 
Wais, par suite cle la deinieie equation (^>.7) 011 de 


Tune des equations (49), los deux Aaiiables dont dependent ces 
deux groupes de deiivees sont fonctions I’line de I’autie et, pai 
conseqiienLj les six deriv^es de ^ jz sont fonctions d’une mcme 
variable, que nous design erons par t 

Cela pose, si Ton designe par p q les derivees de consi- 
deree comme fonction de x et dej , p et q seront determinees par 
les equations 


f)z dv t)i 

= P h r/ — ? 

Ja dT. ^ 0^ 


()z 


dx 


f)Y 


dp 


qiu niontrent que p et q sont fonctions de t , done p cst fonction 
de q^ ce qui caracterise, on le salt, les surfaces enveloppes d’un 
])lan mobile 

Le noin de dci'eloppables donne a ces surfaces cst ainsi pleine- 
ment juslifi^ 
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CHAPITRE IX. 


SURFACES BUFINirS PVR T>Vh PROPlULTLb CINEAIAriQUPS 

Ilehroidcs gLiiLrauv — Theoriiinc dc Com — Sm faces cle icvoIuLion applioabics 
les uncb sur les aiiLies — Siufarcb engciulicob pai le inouvenu'iiL d’m>c rombe 
iiivaiial)le — isuifaccs mouhiics — Surfaces, spiialcs de i\[ i\(amicc LL^} 


73 Les saifaces dc rcvoliiLion jouisseiU d’lino piopueU* emr- 
malique impoiLante Elies ne cesseni pas de glissersiii ellcs-iUMiies 
loisqu’oii leur impnme im uiouvcincnl de loLaLion an loin do 
ra\e CeUe propricle qu’ellcs possedenL depouvou dlic drplacecs 
sans cesser de coincidei avec eiles-niemes, apparhent aiissi aii\ 
c}lmdi cs et a une classe plus clcnduc de sui faces, le^ heliccudes, 
qui coinprennent comnie cas Inniles, ct les cv hndics, cL les sui faces 
dc rcYoliiLion 

Considerons, en effel, nn svsLcuie solide animi d\ui nion se- 
men! lielicoidal Nous savons que Lous les points de cc svsLemc 
deenvenL dcs helices de meme axe el dc memo pas, cliacune de 
CCS helices cst animec d’lm inouvenienL dans lequel ellc ne cessc 
de glisser sin sa position piimiLivc Si done on associe Louies les 
helices rcncontiant une coiirbe donnee (C), ellcs formciont line 
s 111 face qiii poui rail cLie engendrec par le mouvement lielicoidal 
de la coiirbe (C), et qui possedera evideminent la propiiete de 
glisscr sur elle-meme dans le mouvement Cette surface est nn 
hfHicoide general Nous allons donner les equations qui la de- 
teimment et cheiclier son element bneaiie 

Les helices decrites dans le laouveinent lielicoidal pcnnaneiil 
sont d^finies par les equations 

I a? = p cospj, 
y = psint’i, 

;: == ;3o -H Api , 

od li designe le pas cominiin des liebces divise pai a?: Si Ton 
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prendpoiir^o nnefonction qiielconqiie de p, lescooxdonnees^,j) 
deviendioiit des fonctions des deax variables p eL , les forinules 
precedenLes deGuiront la surface lielicoide la plus genei'ale. Faisons 

?(p)j 

et calculous Pelement lin^aire de riielicoide Nous trouverons 


= (iH- cp'2)f/p:?H- 2 / 1 ^' dp h-) dv\ 

En ti an s formant le second membre, on obtient 


(?) ds-= dp--\- (p--l~ + 

Sl Ton inlrodiut les deux nouvelles variables 
les qiiadiatLires siuvantes 


hio' dp V 
i/j definies 


par 


rs) 


du = 





f dr — di’i -H 
\ 


ho' dp 


P“H-/i- deviendi'a ime fonction de n quenous di^signerons parU-, 
et r element Imeaire sera lamene a la forme 


( 4 ds- — did -h U- dp- 

Les coLiibes — const sont les helices trac^es siir la suiface, 
et, par suiLe, les combes p = const sont les trajectoiies orthogo- 
nales de ces helices On reconnait ainsi qiie ces trajectoiies se de- 
tei mmeiiL par ime simple quadiature 


7-4 La forme (4) de I’element lineaire est identique a celle que 
nous avons dejaobLenue pour les sui faces derevolutiou (11° 64) On 
sail, d’ailleiirs, que ces dernieres surfaces peuvent etre considerdes 
comme des foiines limites des helicoides g^neraux, coirespon- 
dautes au cas ou Je pas commun des helices devieut nul On pent 
done prevoir que les helicoides sont applicables sur des surfaces 
de revolution Ce beau theoreme est du a Boiir, qiii I’a etabli dans 
son MemoiJ e sw la ddfoi matioii des sit) faces (Journal de 
V E cole P oly technique ^ XXXIX® Gainer, p 82) Pour le 
montier, nous feions voir que la forme (4) de I’l^lement lineaire, 
donnee a piioti, convient a une infinite crh(^licoides, parmi les- 
quels se troiivent toujouis des surfaces de revolution 
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Les formiiles (i), ou Ton considere comme line foncLion. de p, 
definissent I’li^licoide le plus gen(^ral, eL la foimule ( 2 ) fait cou- 
naitre IVdemeiit lineaire de celte surface Pour le rendre identique 
d Telement lin^aire doiin6 par r^quatio'h (4), il sufjii a ^videni- 
ment de poser 




ouj en cxlrayant les racmes cairees, 




-V - ■ 

\ p--4- y/p2_^ //2 

La premiere de ces formules montre que p est une fonction 
de u Pour que la seconde puisse avoir hen, il faut ^videmmeiil 
dz U 

quo Ic rapport l.soU (^gal a une constante que nous designe- 

/p’-h /i- 

lons par — • On aiiid done 

I v/p-H- /i2 = zb /7iU, 

, h 

dV\ -b — y-r — • 

p-+A^ rn 

Les formules (5) et (6) nous condiusent, par des eliminations 
faciles, aux valeurs suivanLes de p, ^/cp, t/p, 




cl{} h d^ 

m rn^V- 


•__dv hda , 


( p = //?l2U2— A2. 

Toutes les qiianlitt^s qiu figurent dans les formules ( 1 ) sont 
ainsi exprimees en fonction de it et de la question pioposee est 
done completement resolue 


7S Les h^licoides que nous venous de determiner dependent de 
deux parametres arbitraires Ji ct m II est aise de s assurer qu ils 
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ne sont pas siiperposables Consideioas, en paiLiculier, le cas ou 
Ton a 

eL supposons m = i Les formules precedenles devicndiont 

p = / u- H- a- — /i-, 

ch: 


dvi = fli' — 


//--+- a~ — A- 

// f /cp 


\/ id a' clu^ 


■ id 


Si Ton doane a li Louies leis saleuis comprises eiUie o cL on 
aura line sene conUnuc d’ln'hcoides , Lous applicablcs ]es mis 
sur les autres 11s piesenLeront lonics les foinies inlernickliaiics 
eiUre Paljsseide et rhelicoide ^aiiclie a plan dnecleiir; cjiii sonL 
les lermes extremes de cclte sene et qiii conespondeni icspccli- 
vement aiix valeurs o ct a dc railnlraiie h 

7G Revcnonsanx fonnules gencralcs ( 7 ) Si I’on ^ fart A = o, 
on oblient des surfaces de ie\oliiUon, tonics applicablcs Jes lines 
sur les autres, aiissi bieii qiic sui les lielicoides genetaiiK definis par 
ces equations Elies sont determinees pat le s^sLeme tics simple 


( 8 ) 


— a\} cos ■ 


y — r; U <^10 — , 
a 




ou a est mis a la place de in 

Quand on fail \arjei le parametic a on obtient nne suite con- 
tinue de siiifaces, nous signalerons, sans Jes d(^niontier, les pro- 
pi letes suivanles que nous rattacherons plus lard a des theoremes 
generaux 

Si Ton consideie sui ton les ces surfaces les points qui coi respon- 
dent a line meme valeur Ac a le prod nit Jes rayons de cour- 
bure pnncipaux en ces points seia le meme pour toules les sin faces , 
2° la tangente an mendien, prolongee jnsqu’a sa lencontrc avec 
Taxe, auraaussila inline longueur pour tons les points consideies 
Nous mdiquerons plus loin une application de cette derni^ie pro- 
priele, etnous allons etudiei deux exemples pariiculieis 
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77 Faisons cl’abord 

U = sin It, 

ce qiii donnera les siu faces de i evolution applicables sui la 
sphere. 

Les formiiles (8) deviendiont ici 

p 

cr = a sin u cos - ? 

a 

1 == a sin It sin - ? 

a 

^ y / i — a- cos- It clu 

Supposons d’aboid a- i, it pourra piendrc Louies les valeuis 
possibles sans que Texpiession de cesse d’etie leelle La portion 
OCA dll meridien qm conespond a toutes les valeuis de com- 
prises entre o el aura la loime indiquee -\ ) 

Fig k 


/j' 

Les angles que fail en 0 et en. A Ic meiidien avec I’axc soul 
finis et ne deviennent droits que lorsqiie a est egal a i Alois le 
meiidien devient iin demi-cercle et il engendie la sphere 

Lcb vaiiables u et p, qiii determinent un point a la surface de la 
sphere, ont une signification tres simple, elles sont la colcUitucle 
et la longitude de ce point D’apie^, cette remarque, nous poinoiis 
dcterniiner aisement les liiiiites et la foiine de la poition de spheie 
qui est ex.aclement applicable sur toute la surface engendree pai 
la levoliiLion complete de la branche OCA du inendien 
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En efiet, les formules (9) relatives a ime valenr qnelconque 
de a nous montienL que Tangle fait par le niendien qui passe au 
point (w, p) de la surface avec un meiidien fixe a pour valeur 


Par consequent, lorsque aura varn^ de o k 2 tz, aura cru de 
2aTz Amsi la surface engendree pai la revolutjon complete de 
Tare AGO est applicable snr le fuseau de la sphere coinpris entre 
deux plans meridiens faisant Tangle 2«'ir On voit que, poui des 
valems tres petites de a, ce fuseau deviendra infinimenl 6troiL 

Si est supeneui aTunite, le m( 5 ridien change completenienL 
de forme, car it ne pent prendre que les valeurs satisfaisant a Tind- 
galite 

cos- < ~ 

Soil \ Tangle aigu defini par la formule 

cos Ao = - 
a 

II faudra faire varier ii entre Aq et tc — )o« Le meridien aura la 
foime representee {fig 5 ) La surface engendrde par cc meridien 

Fiff 5 



seia applicable siir la zone de la sphere comprise entre les deux 
cercles de colatiLude Ao et t: — 1q Mais, de plus, la formule (10) 
nous montre quil suffira de fane tourner le meridien AGB d’un 

angle egal a ~ pour obtenii toute la portion de la surface, appli- 
cable point par point sur la zone sph^rique que nous venons de 
definir 
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Si a grandu, cette zone climinae inde/iniment et se reduit a 
line iDande mfiniment etroiLe longeanl requateur de la sphere 
La discussion delaillee qiie nous venous de fane avail pour but 
de metlre en evidence un fail inl^ressant Considerons un nior- 
ceau, de forme |d’ailleurs quelconque, de la surface de la sphere. 
Quand la sphere se dcforme de manicie a coincidei successive- 
menl avcc les diveises surfaces definies pai les formules (9), celte 
poilion de la surface spln^rique que nous avons choisie se depla- 
cera el se defornieia d’lme maniere conLinue en demeuranl appli- 
cable sui sa position iniLiale Mais ce moiiveinent ne pourra etre 
conlmiid ind^finimenl sans qu’il se pioduise une decliiruie^ car 
nous avons vu que, si le paramelre a augraeiile a parlir de i el 
croit indefiniment, la seulc portion de la sphere qui puisse tire ap- 
pliquce siirles surfaces qiii correspondenl acesvaleuis cioissantes 
de a se reduil a nne zone, d’aiie aussi peLile qu’on le vent, enlou- 
lanl reqiiateur Pai consequenL, si I’on considcre une poiLion 
finie de la sphere, le mouvemenl de deformation de celte poiLion 
ccssera d’e tie possible des que auia attemL unchmile superieuie, 
qui depend evidcmment de la forme de cette poilion 

78 Dll moms, dans Pevemple que nous vcnons d’^tudier, 
loutes les surfaces definies pai les foimulos (9), et pour lesquelles a- 
est infciieur ou (^gal a I’unile, jouissent cle la propiiete de repie- 
scuter compl^Lement rc'lement lineaire, c’est-a-diie elles ont des 
points leels, coriespondanLs a Louies les valeuis reelles de u el 
de p Ilii’en est plus de m6me dansl’evemple suivant 
Supposons que, dans les formules geneiales, on fasse 

U = 

L’element lui^aire aura pour expression 
( n ) ch^- ~ dll- ^ cW- j 

et les equations (8) nous donneiont ici 

(12) :c = cos - 1 y = rte" sin-? z — f J \ — a- dii 
^ a a ^ 

Ces formules d^finissent des surfaces qin sont toutes egales, 
car, S] Ton pose 


(i3) 


= sin cp, p = 
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2 = sino cos (^1, 

y =5111(5 SllK^i, 

-c = cos (5 -h log tang 

eL ne conltenneat plus a Nous avons done une seule siuface, qui 
est applicable d’une infinite de manieies siir elle-mtme, et les foi- 
mules qiurealisent celte application sont 

r' dc'signant les cooidonnees du point qui coi respond an point 
(ic, <’) Ce lesultat est d’ailleiirs evident, d’apres la foime menic 
de Telement lineaiie (i r) II suit de la, et des piopinHes qiie nous 
avons stgnalees plus liant (n“ 76 ) quele meudien ne pent elrc 
qiie la com be ctux tcaigcntes egales on u acti ice , 2° que le pro- 
duit dcs raj'oiis de com bine pnncipaux est Je ineme en Lous les 
points de la suilace On rcconnaitles propiietes delasiulace pseii- 
dosplieiiqiie que nous avons dejactiidiee directement, et, encoin- 
parant I’evpiession de Velement Imeaiie a celle qui a ete donnei* 
(n''^ 60), on voit que le prodiiit des layons de courburc de la sui- 
face est egal a — 1 

11 V a ici nil fait important a signaler Pour que les valeurs de jl , 
j, s doniiees par les formules (12) soient leelles, il faut que 
I’angle cp soit leel, c’est-a-diie que I’on ait 

< I 

Quelle que soil la valeur donnee du param^tie il y aura 
done Loujoius des valeuis siiffisaminent gcandes de z/, associces a 
des valeurs qiielcoiiques de r, ciiixcjiielles ne coi 1 esponch a aucu/i 
point de la suijace Par consequent, s’ll est vrai que la pseudo- 
spliere soit applicable siir elle-meme d’une infinite de manieres, 
aiiciine des solutions que Ton clioisira ne poiirra doniier une ic- 
pr^sentalioii geometiique complete de Pelement lincairc 

79 . Les surfaces que nous venons d’etudier se lapprochent par 
une piojDriet^ commune Elies peuvent etre consider^es toutes 
comine engendr^es par une courbe mvaiiable de forme qiu se ineut 
d’apies une loi donnee Pioposons-nous mamtenant d’etudier les 
sui faces les plus generales satisfaisant a cette definition 


96 

elles deviennent 
(li) 
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ConsLcleions une courbe (C) et un sysleme cl’a'ves mobiles mva- 
riablementlie a la conrbe Supposons que la position dela courbe 
eL des a\es mobiles depende d’un paiameLie r qiiijoiiera le role 
du temps, et soient 9 , l , /?, y, / Jes lianslations et les rotations 
du sjsteme mobile Ces six quantites seiont foncLions de Desi- 
ijnons pai z le^ cooidonnees d’mi point quelconqnc M de la 
courbe par lappoi t aiix axes mobiles, r, seront des ionctions 
donnees dbm parametre u 

Si les axes mobiles se deplacent, et que le point M se deplace 
en meme temps d’une maiiieie qnelconque sin la courbe, les pro- 
jections dc I’aic infmiment petit d^cuL par le point seront 

I c/? H- -T- j 

f]5) < -h ( fi -i- / — j?^) ch\ 

( clz p;) — qn) dv 

Posons, pour abrc^er, 

du ~~ ^ ^ du ’ du ’ ’ 


le caiT(^ dc relementhneaiic de la surface engendree park conrbe 
aura pour expression la somme des caires des Lrois projections, 
c est-a-dire 



80 11 suffiiaiL dbnlroduire dans cette formule des hypotheses 
speciciles, convenablement choisies, pour relrouver tons les re- 
sultats precedents 

Supposons, par cxemple, que Ton veuille obtenir I’element 
Imeaiie des sui faces leglees On prendra pour axe des du triedre 
mobile la generatnce rectiligne de la surface, et bon fera decrire 
aTongine du triedre une tiajectoire orthogonale des generatrices 
Cela donne les conditions 

x-y = o, z—ii, ^ = 0 , 

D.- 1 7 
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et, pai ^iiiLej lafoimule (16) se lediiua a la suivanLe 

fi;) ds-=^ qu)~-^{fi--puY]ch- 

Si I’on veiU exprimei que lasiiiface est developpablej il fauclra 
consideici les piojections (i 5 ) de Tare cl ecru par uii point quel- 
concfue de la siiiface. Elies deviennent ici 

C^-^qii)dv^ {r^—piL)d{^^ da 

Le plan tangent an point z^u aura done pour equation, pax 
rapport aiiv axes mobiles, 

? __ qii 
y “ r\—pu 

PoLii qu’il soit le meme en tousles points crane gencraliice, il 
fauclia c[ue Ton ait 

c’esL-a-diie que le coefficient de dans la formule (17) soil iiu 
carre parfail C’est le resultat d^ja etabli (n° 69 ). 

81 . Consideions maintenant le cas nouveau on le moux^enieuL 
de Id couibe mobile (C) se reduit a une tianslation li fauL alors, 
dans Id formule (16), faire 

P = q=^r=zo, 

et I’on a, par consecjiient, 

(iS) i 

f -r H-/' 0 dadi^-^(^^-\- rj2_l- 

On parvienl a un lesultat identicpie par la metliode dirccte sui- 
vante Soient 

a? = U, x' = Ui, ^ = U2 

les equations qui determment la courbe par lapporL aiix axes 
mobiles, U, U|, Uo designant des fonctions d’lm meme para- 
metre u Supposons cpie les axes fixes aient ete choisis paralleles 
aux axes mobiles, et designons par V, Vj, les coordonnees dc 
roiigme des axes mobiles par rapport aiix axes fixes, V, Vi, V^. 
seront des fonctions d’un parametre r Les coordonnees d’un 
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point quelconque de la suifacc clierchee, pai lappoU aux axc^ 
fives, auroDt ^viclemment les expressions siuvantes 

( X = U -+- V, 

{ 19) I Y U I -f- y 1 , 

( z = U.H- V 2 

La symetiic de ces foimiiles nousmonlic inimediatement que la 
surface pent clre engendi^e de deux manieies differ entes par la 
translation d’line combe invariable, ct que les combes coordon- 
nees de chaciin des deux sysLeines [a) et se dediiiseni de rune 
d’elles pai im simple mouvemcnL de Uanslaiion. 

82. On pent encore inLerpicLcr les formulcs ( 19 ) de la manieic 
sinvanle Consideions les deux courbes defimes par les equations 

4:=2lJ, y=z2Vij ^ = 2U>, 
et 

or = 2V, y = 2V1, ^ = 2V2 

Le lieu dcs milieux de LouLes les cordes qui joignent un point de 
la premieie a un point de la seconde est la siuface consideiee. 
Cette definition, due a M Lie, met Inen en evidence le double 
mode de generation do la surface II suffit d’associei toiites les 
cordes passant, soil par iiu point de la premieie combe, so it par un 
point de la seconde, pour retrouver les deux s^slemes de genera- 
trices invariables 

Supposons, pour fixer les idees^ que les fonclions U, V soieiil 
reelles et que I’on aiL pus, pour les paianietres a et les arcs des 
deux courbes 

^ = K=Vi, - = V2, 

I’element lineaiie de la surface prendra la foinie 

-h 2 ( U' -h U; V; H- U', V'j ) du d^ 

Si done on pose 

u 

r 


a+P 

j 

2 

a-p 


a = « H- r, 


1 


u~— Vj 
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Texpressioa de Telement Imeaire deviendia 

‘ I — u'^'-u'.v; — ij'.v'. 




Cette foimule met en Evidence im systeine de cooidonnees rec- 
Langiilaiies siir la surface, car relement Imcaire est iainen6 a [la 
lorme 

(ai) 

et meme avec la condition 


r 


83. Nous avons a signaler encore une propu^Le geomeLrique 
Lout a fait geneiale des surfaces que nous cousiderons. Mais, pour 
la deinontrer, nous devons commencer pai lappeler uii theoicnie 
iclatifaiix tangentes conjuguees 

Nons dnons que deux families de Iignes tracees sur une siiiface 
sont conjuguees lorsque les tangentes aux lignes des deux fa- 
milies passant en un point quelconque de la surface sont conju- 
guees (d’apies la definition de Dupin) Voici comment on peut 
exprimer cette relation * 

Soient u et c? les parametres des deux families de combes, et 
supposons qiie Ton connaisse les expressions des cooidoniices 
lectilignes y, z d’un point quelconque de la surface en fonction 
de u et de |Si Ton designe par X, Y, Z les coordonnees cou- 
1 antes, Tequation du plan tangent a la surface au point M {x,y^ r) 
sera 

{21) Z- — —j ), 

p et q designant, suivant T usage, les deriv^es de pai rapport 
a jr. et a Supposons que Ton se d^place sur la ligne = const, 
L’mtersection du plan tangent avec sa position inCniment voi- 
sine sera defmie, d’apres la tlieorie des enveloppes, pai Pequa- 
tion ( 2 ii) jointe a celle que Ton obtient en la differentiant par 
lapport a u, c’est-a-diie, 



sunrvcES definies par des proprietes cinematiques lor 
on, en siipprimant les tenues qui se detruisent, 


( 23 ) 




o. 


Pour expniner c[ue les coiubes {u) et (i^) sont coujuguees, il 
faudra ecuie que les equations (22), (ad) sont venliees qiiand on 

y 1 emplace X — Y — Z — pai’ ~ Cela donneles 

deii\ equations 

I dz dr dv 

(21) < 

j dp dx dq dy _ 

( da d9 da dv ^ 

La piemicre cst loujonrs satis faite, car elle e\pnme ce fait evi- 
dent que la tangente a la courbc = const se Lrouve dans le 
plan tangent Quant a la seconde, elle est identique a la SLU\ante 

d { dx dy \ d'^x d-y 

da \-^ dv dv) ^ da dv ^ Ou dv 

oil 5 plus siinpleinent, 

d^-z d^-T d^y _ 

^ ^ dadv ^ da dv ^ Oudv 


Si I’on remarque maintenant que p q sont d^teimmes paries 
equations 


(26) 


dz dx dy dz dx dy 

Oa ~ ^ da~^ ^ da^ Ov ^ ^ dv dv^ 


on poiiria eliminer p Qt q entre les equations (20) ct (26), et Ton 
seia conduit a Tcquation 


d-x 

dx 

dx 

d}L dv 

da 

Hv 

d^y 

dy 

dy 

da dv 

du 

dv 

d^-z 

dz 

dz 

da dv 

da 

dv 


qui est symdtrique par rapport aiix trois coordonnees Cette rela- 
tion, qui est d’ailleurs necessaire, estaussi suffisante, car elle ex- 
prime qii’il y a des valeurs de ^ et de y satisfaisant aux equations 
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(^5) et (26), et, d'apres les foimules (26), et 5^ seionl les den- 
vees de consideree comme fonction de x et de j' 


84 . Onpent formiiler la condition trouvee sous une forme dif- 
lerente L’eqiiation (27) est evidemment le lesiiltat de relimma- 
tion de A et de B entre les trois Equations 


(28) 


d-x 

,)r 

dll Oi- 

^Ou 

diy 


dll di^ 

dll 



dll Ov 



dx 

4 

i — 
Os> 


Nous ob tenons ainsi la pioposiLion siiivante 

La condition Jiecessaii e et suffisante poiu que les lignes [n) 
et (^) soient conjiiguees est que les expi essions des tiois cooi - 
donnees 1 ectangulcai es en fonction de u et de 0 satis/ assent a 
une meme ecjuation lineaii e 


(^ 9 ) 


dll dv dit~^ 


Oil A, B designent des fonctions cjuelconques de u et de p 

Cette proposition, sin laquelle nous aurons k revenir pour la 
completei et la g^nei’aliser, joiie iin i 61 e tres important dans la 
tlieone des surfaces 

Si nous Tappliquons aux surfaces qiii nous occupent, nous 
Yoyons imm^diatement que les trois coordonnees satisfont a 
^equation 


et, par consequent, les deux: systemes de eourbes invariables qiii 
engendrent ici la surface sont des lignes conjugu6es. Au reste, la 
Geometric permet aussi d^obtenir tr^s simplement ce resultat 
Considerons, en effet, les deux families de eourbes (u) et (p) 
Dans la translation d’une coiirbe (zi), cliaque point M de cette 
courbe d6crit une courbe (c^). D’autre part, la tangente en M a la 
courbe (z^) conserve, dans la translation, une direction invariable. 
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11 suit tic Id tjiie la clt^veloppable ciixonsciiLe ala surface en tons 
les points cle la coiirbe j decrile pai le point M sera le cylindre 
engendic par la tangcnte eu INI a la courbe (u) Cette simple 
rcmaiqiie suflit a demontiei que les deuv families de courbes (u) 
et ((’) furmcnt iin systeme conjugue , et I’on voit de plus que les 
de^eloppahles circonscrites a la siu Jace en tous les points cle 
rune cle ces courbes sont cles cj hncli es, engencli es pen les tan- 
gentes aiuc coiubes cle VauU e famille, menees au point oil elles 
1 enconh eni lacoiube consiclei ee (') 

85 Eiifin, nous traiteions le cas ou la couibc mobde (C) qui 
engendic la surface est plane, cL oii les vitesscs de tous ses points 
sonl normales au plan Nous siipposerons que Ton ait pi is le plan 
de Ja coiube pour plan dcs xy du triedie mobile On doit alors, 
dans les foi mules (i5) et (t 6), introdiiiie les hypotlieses 

(Sr') z ^ = Tj = 7 = 0 

* 

Si Ton admet, de plus, que Ton a choisi pour a I’aic de la 
courbe (G), on aura encoie 

et Texpression de Teldnient lineaire deviendia 
( 32 ) ch-~cliC^~v-{X-^P) —q'cydv- 

Qiiantaux projections de Tare deciit par un point quelconque M 
de la surface, elles seront, d’apres les formules (i5), 

dr, cly ( ^ H - py — qx)cls? 

La normale a la surface sera dans le plan de la courbe, et ce 
plan roulera sur une certaine surface developpable. 

On reconnait les surfaces etudi^es par Monge d’nne maniere 
detaillce (-) 

Les lignes de courbure de I’nn dcs systemes sont les diverses 


(‘) S Lie, BeiUage ziu Theoi le da Muiimalflachen {Mathematische 
Anncden, t XIV, p 332 - 33 -;;) 

( 3 ) Mongc, Application de V Analyse a la Geonieti le, 5 ® eilitioa, p 022 De la 
siuface courbe dont toutes les noi males sont langentes a une mane siuface 
developpable quelconque 
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positions de la combe mobile, celles du second sjst^jme sont Ics 
trajectones des difTerents points de cette courbe. 

86. Considerons, en particuher, le cas ou le plan de la courbc 
mobile roule siir iin cylindie On oblient alois line jace mou- 
Liu e Si nous supposons qae I’axe des x dii tiiedre mobile ail 
ete pus paiallele aiiv generatrices du c^lindie, la lotation du sys- 
teme se feia an tour d’uiie paralJele a I’axe des .r, et Ton auia 

(7 = 0 

L’element lineaire donmi par la founule (3?) prendia la forme 
ch- = diO- ^ “ “T" j 7^^ 

ou, en changeant les notations, 

( 33 ) -yy-d^>\ 

U et V designant des fonctions qui dependent lespectivement do 
u et de iK 

On pent donnei des surfaces mouliires unc aulre definition, a 
qiielqnes eg aids plus simple qiie la precedente 

Quandle plan de la combe (C) roule sur le c}lindre, les tiajec- 
toires de ses differents points sont evidemment des courbes planes 
dont le plan estparallele a la section droite du cylindie, et, de 
plus, ces tiajectoiies sont a chaqiie instant iiormales an plan de la 
courbe (C). II est evident, d’apres cela, que leurs pi ejections sui 
le plan de la section dioite du cjlindre constitueront une famille 
decouibes planes paralleles admettant pour developp^e commune 
la section droite du cylindie De la lesulte la gem^ration suivante 
des siu faces moulures 

On donne dans wi plan une famille de courbes pai alleles 
Si Von imp rune d chacune de ces com bes une translation Jinie, 
no? male an plan et vai lant suwant une loi donnee, quand on 
passe dhuie cow he dVaitiie^ les positions nom^elles de toutes 
ces courbes Joi meat la suiface mouluie 

87 En s’appiiyant sur cette definition, on peut montier que la 
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forme (33) cle Pelcment lincaiie convicnL LonjOius a one infinUe 
de sui faces moulures 

En effet, ecnvons Texpression de ds- sous la forme 

-I- (u — -^ ( I — \^'-)did 

Lcs deux premiers Lcrmes jnis isoIemenL constituent relemenL 
hneaire d\inc surface dcvcloppable, et nous avons vu ( 70) qu’en 
posant 

( :? = U cos (' -t- r V sin p dr, 

(in 

^ Ij = U sin p — /V co 3 (^ 

on auiait 

+ ( U - Vy dr^- 

La suiface definiie par les formulcs (S^j), joiiites a la snnante 
(34y r = 

aura done I’clemcnt lineaiie expnme par la forniule (33) 

Si Ton remaicjue que cet (ilemcuL lineaire ne cliange pas de 
forme quand on y romplace r pai av, on leconnait la possiLihte 
d’mtioduiie uneconstante arbitrairc dans les loi mules pi ec^dentcs 
etToii trouve, en recommenrant Ic calcul, 

i / = aV cos “ ~h f\ sin — dr. 

a a ^ 

" ' 11 = flU bin - — /V cos -dr, 

Ces formiiles definissent une fainillc de siu faces mouluies, 
toiites applicables les uncs sur les autres (^) 

88 La methode cinematique que nous venons d’appliqiier a de 
Qombieux evemples s’etend au cas ou Ton considere une courbe 
qui vane de foime en incmc temps qu’elle est en trainee dans le 
mouveinent des axes mobiles. 11 suifiia en effet, dans les formules 


(‘) Bour, Theof le de la defoi mation des siu faces {Journal de VEcole Po- 
'y teclmique, \\\\\^ OdJiiti, p Sg) 
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(i,)) qui doQnent les projections dii cleplacement siu' les axes nio- 
bdes, dei’egaidei non plus comme des foncLions dela senle 

vaiiable u, mais comme des fonc lions de et de 

Proposons-noLis, par exeinple, d’appliqiier cette methode aii\ 
surfaces engendrees pai le inoiivemenL d’un cercle. Le plan de ce 
ceicle enveloppeia une surface developpable Eludions le mouve- 
ment dii Lriedre foime par la Langente, la normale principale et la 
bmormale en im point de Tarete de rebioiissement de cette deve- 
loppable Eri prenant conime vauable independanle Parc de la 
coiirbe, on auraici (n'^4) 

T 1 

p = y ;=r-, 

^ P 

c et " etanl les deux ra;)ons de couibure et de loision de la 
coiirbe Les piojections du deplacement d\in point dont les coor- 
donnees sont lelativement au\ axes mobiles, anront pom 

expressions 

ch. (r — ^ j) di’j 

dj -T- (/ — pz) d^ j 

dz -^py rfr, 

( d^signant Parc de Par^te de rebrousseinent 

Le cezcle qui engendre la surface se trouvant dans le plan 
des xfy on pent expiiiner les coordonnees d’un de ses points par 
les form Liles 

rr = a R cosc^, 

j R sin CD, 

JZ 0 j 

ou f/, h, R sont des fonctious de (’, et ou cp est la variable qui de- 
termine iin point sui cliaque ceicle En substituant ces valeiirs 
de on aura, pour les projections du d^placemenl, 

— R smep c/cp (a'H-i — Zj; h- R' cos cp — 7 R sin cp) 

R cosep ^/cp -r- ( 6' 4- 7 a '4- R' bincp -f- 7 R cosep) df^j 
{ph />R smep) 

et la somme des caires de ces projections donnera Pel^ment li- 
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neaiie de la siuface sous la forme ( ' ) 

ds-=^ R* 2R[7 R H- 7 a) coscp — ( a' — br ^^) sincp] do d\' 

[(/3Z> -h /?R sin cp j-H- (a'n- I — b? -h R' coscp — ; R sin cp)- 

+ (Z>'-h 7a-+-R'sincpH-7R cos cp )2 ] dv- 

89 En teiminant ce Cliapitre, ou no ns avons etudie surtouL des 
suifaces jouissant de proprieties cinematicjues, nous allons donnei 
la definition d'lmc classe de surfaces se rapprochant a ce point de 
vue des piecedentes, et qui ontd’abord lete etudiees pai M Maui ice 
Lev^ (-) 

Consideions iin systeme qiii se deplace, inais qni vane cn mcune 
temps de grandeur en res tan t seinblable a lui-m^me, et pioposons- 
noiis de cheichei la loi des vitesses de Lous scs points a un instant 
quelconque Soient P^, Pi deux positions infiniment voisines 
Construisons la figuieP', bomotlidtique aP|, en prenant Torigme 
des coordonnees pom centre d’lioniotlietic, le rapport d’liomo- 
tbetie etant tel que P'^ sou egal a Pq On pent passer de Pq a P, 
1 ° pai un deplacemenl infiniment petit qui am^ne Pq en P' , a"pai 
line transformation homo tln^ti que avant I’origine poiu centre 
d’homothetie et transformant P', en Pi II suit de la qucJes vitesses 
de Lous les points du sjstcme sont les resultantes de celles qui se 
pioduiiaient dans le deplacement et de celles qui sont dues a la 
transformation liomoth^Lique Les piemieres onl des expressions 
bien connues 

— p-r-7 77 — — 

Quant a celles qni sont dues a la transformation homo the Li que, 
comme elles ont pour effet de r^duire les coordonnees dans le 
meme rappoit, elles ont pour expiession 

hy^ hz, 

En resume, les composantes des vitesses d’un point du systeme 


(^) Les surfaces ci gdii^iatiice ciicuJaiie onteLe etucliecs lecemmeni par ]\r De- 
iiiarties (Ajviales de I E cole Nonnale, 3'’snie, t II, p 128) 

(=’) Mvunicc Lev'v, Sui le developpement des siu faces dont Velemeat lineane 
est expi imahle pai une fonctiori homogene ( Comptes i endiis, t LWXVIl, 
P 7SS) 
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dans le jnoLiveinent consiJcre auiont pour valeius 

p -f- A r -H 7 r ~~p Zj 



Si nous clesiguoiis par A le rapport de similitude du systeme 
mobile pus dans sa position actuclle an ineme svstemepris dans 
line position deteiminee, on aura cMdeniment 


(37) 


__ [ d/c 


Tant que ce parainetre h n’est pas mil, c’est-a-dire tant qne 
Je sysleine vane de giandem, on peat transporter Tongine des 
coordonnces en iin point tel que les termes a, |3, y dispaiaissent 
des foi mules (36) L’lnterpretation de ces formules met alors en 
evidence le lesultat suivant Ics Mtesses sont les meines que si le 
corps toiiinait autoiii d atie droile et eprouvait en mtnie temps 
une transfoiination liomotlietiqiie par rapport a im point dc cette 
dioite Si Ton clioisiL poiu nouvel a\e des z cct axe de rotation, 
les formules (36) se simplifient et se lediusenta la forme siiivante 

I V, — hr^iy, 

08} I V, = Aj +7^, 

f = hz 


90 Etiidions le cas ou Taxe de rotation et le centie ddiomo- 
tlietie demeiirent fixes dans toute la suite du mouvenient, les pa- 
ranuitres h et / restant constants. Alois les positions siicces- 
aives d’un point determine du s}steme mobile seront di^liiiie:^ 
pai les equations dilTerenticlles 


dr dy , 


dz 

It 


= hz 


On auia done, en integrant, 

^ — -^0 t; , 

j = 7 0 sin (wo -f-7 i) 

Cliaque point du svstcnie deem a une courbe tracee sur un 
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cone de revoluLion 

^ " = const 

a} ant pour soinmel: I’oiigine eL pour a\c I’axe de lolalion , la pio- 
jCcLion de la tiajecLoiie siir le plan des rj' seza une spirale loga- 
rithmique ajant pour pole I’onginc des cooidoniiecs Si Ton 
consideie la spirale gauclie decriLe par le poinL cozume apparLe- 
nariL au sjsLeme luobiie et vaiianL de giandeiir avee lui, cllc 
glisseia sur elle-ineme pendanL Louie la duree du niouvementj 
absoluiueiit comme les lichees decuLes par Ics dufloienls points 
d’Liii sysLeine imariablc dans Ic niouvemcnt helicoidal 

Pai siiiLe, les suifaccs qui admcllenL poui genciatiices les 
courbcb definies par les foi mules (3c)) sonL cvidcmmeuL les ana- 
logues, dans la tlieoiie qui nous occiipc, des sui faces ludicoidales 
et des surfaces de revolution 

Pienons poui /q, coq, des fonctions quelconques d’un paia- 
nu^Lic 6 Les foiinules (Sg), qiii donnent les e\piessions de 
) , z en jonction de t cl de 0, definiront la suifacc que nous nous 
pioposons d’etudier CKerclions son element Jincaiie, nous Liou- 
vcions un i(5sultat dc la forme 

( io) ch^-^ dr--h 2 B dl r/0 -+- C d(P~), 

ou A, B, G sont des fonctions de O definies pai les equations 

1.40 I B = /i 0^ 0 ^ ^ 

( C = 7 5 cojj- -n -h 7 y- 

Nous allons tiansfoiinei cette CKpression de relement lineaiie 
Posons 

Ch + w/0 = 1 di , 

A Ji 

ce qui donne, en integrant, 



L’element lineane deviendza 

^2.^AVA'2-4-G'c-ZG^j, 

A' et etant encore des fonctions de G Enfin, substiluons a 0 la 
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variable u definie par la relation 

11 = 

A! deviendra nne foncLion U- de et nous aiirons pour la for me 
definitive de I’element lineaue 

( ta) ds-=: e-''{da--^ V- 

Nous appelleions jcices spu'ciles les surfaces qiie nous venons 
de definir. Elies se lappiochent de la spiiale logauthmiquc par 
line propnete esseiiLielle ct qui resulte de leiir definiLion comnie 
cette combe, elles peuvenL etre agrandies dans iin rappoit quel- 
con qiie sans cesser d’etre super pusables a elles-memes 

M Mauiice Levy a montie qiie le tlieoieme de Bour s’elend a 
ces sill faces, qu’il y en a une infinite admcttant Ic meme clement 
lineaire et, par consequent, applicables les unes sur les auLres 
On etalilit cette proposition pai im calcul que nous oinettons, 
paice qu’il ofTie la plus gi ancle analogic avec celiii que nous avons 
developpe dans Ic cas dcs helicoides 
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CHAPITRE L 


SYSTEMES C0J\JUGU£S 

Pioposition de iM Kconigs relaLive a la detei inmaLion, sans aucanc inU giaLioii, 
cl’iine infinito de sybLernes conjugues biir Louie suiface — A-pplicaLion a la de- 
LeitnitiaLion cles suifaces admeLLarU un sysLcme de hgncs de couibiiic plancb 
doiU les plans passenLpai une dioiLc — TiajccLoiies oi Lliogonales d^une fatnille 
de cercles — CaiauLeie piojecLif ct duahbLique de la dcfiniLion des s^sLernea con- 
jiigues — Liaibon cnLie Lout sjsLcine conjuguc et une equation hncaiie au\ 
cleii\ees paiLielles — Sin faces sui Icsquellcs il CMbte un systcme conjuguc 
foime de deii\ families de courbes planes 


91 Dans Ics JifTeientes surfaces que nous avons eLadiees pre- 
cedemment, nous avons renconLie et employe des systemes do 
coordonnees ciirviligncs Lres vaiics les tins simpleiiient ortlio- 
gonau^, d’aulres a la fois orthogonaiix et isom(§triques, d’autre^s 
enfin foimes de lignes conjuguees II est evident que, sur touLc 
suiface, iL existe une inQnite de systemes orthogonaux on de 
systemes conjugues, cai, si Ton trace sur une suiface une famille 
quelconque de combes, leurs trajecLoires orthogonales on leiirs 
Uajectoircs conjuguees seront definies par une equation differen- 
tielle dll piemier ordre et du premiei degr^, dontl’integrale existe, 
bien qu’il ne soit pas to uj ours possible de la determiner On no 
connait aiicune ni^thode qui permette de construire, sans aucunc 
integration, un sysLeme ortliogonal sur une suiface quelconque 
Au coiiLiaiic, la belle pioposition siiivante, due a M Koenigs, 
etablit quo, quelle que soit la surface consuleiee, il sera possible, 
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sans eJTecluer aucune integration, d’j tracer un nomhre illimiLe de 
sYStcmes conj agues 

Soil (I) la siiiface clonnee Pienons nne dioite qiielconqiie D 
dans I’espace Les sections de la sui jace, deteiminees pai tons 
!es plans qui contiennenl la di oite D, adnicttiont poin lignes 
conjuguees les coiubes de contact de^ cones cn con^ci its d la 
mi face ) ay ant leiu s sommets sui cette di oite 

En edetj si M est un point de la suilace, le plan tangent en M 
II a conpei la dioitc D cn iin point A Lc cone ciroonscnt de 
sommct A aclinettia pour geneMatiicc ]M\, et cette dioile, qiii ost 
evideminent la conjiiguee de la tangente en M a la courbe de con- 
tact du cone, est aiiSbi la tangente en M a la section plane dc la 
surface delerniinee par la dioite D et lc point M La piojiosition 
est done demontree 

92 Pour en donner dcs a pi ('sent uno application, proposons- 
nous dc determiner les sinlaccspoui lesqiielles les lignes dc coiir- 
biiie de Pun des systeines sont ddiis des plans qui passent Lous pai 
unc dioite D 

II icsulte de la pioposition piecedente que les coiubes de con- 
tact des cones cii consents ayant leuis sommets sui la dioitc D 
seiont necessairement les lignes de secondc com bine, et, comnie 
ces lignes devront etre oi tliogonales aiix premieres, cliacune 
d’elles devra coupei a angle dioit les geneia trices du cone dont 
clle est la courbe de contact Pai consequent, les lignes dc 
seconde couibiiie seront spheuqiies, les spheres qui les contien- 
diont auiont leiirs centres sur la droite D, et elles seiont coiipees 
a angle dioit par les lignes de premieie courbme 

Reciproquenicnt, pienons line famille quelconque de spheres 
(S) avail t leiirs centres sur la dioite D Leurs tiajectoires oitlio- 
gonales seiont ^videmment des combes planes, puisque les 
langentes a ces Lrajectoires vont passer par le centie d’une des 
spheies et rencontient necessairement la droite D Si Ton prend 
line surface quelconque engendiee pai ces trajectoires ortho- 
gonales, elle sera une des sin faces chercKees En eflet, soiciit i^t) 
(z'), line suite de trajectoires et M, RE, R'P, . les points 

on elles coiipcnt a angle droit une meme sph^ie ( S) Les langentes 
aii\ trajectoires en RI, RP, RF, . . iiont evideminent concoiiiir 
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ail centre cle la splieie (S) et dies engendreiont un cone, cii- 
eoiiscriL SLiivant la coiiilje spheriqiie JMINI'^F . , a la surface 
ioimee pai Ics LrajecLoii cs (^), {i' (z''), . Les deux s>sLemes 

de lignes coujuguees definies par Ic Llieoicme de M Ka:inigs so 
coiiperont ici a angle dioiL et seionL, par consequent, les deux 
‘i>5Lcmcs dc lignes de coiiibuic 

De la iLSulte unc methode Lres simple pour engendrer les sur- 
faces clieichccs Considerons une tamille quclcoriquc de splicies 
ajant Icur cciUie sur la dioite D, et pi oposons-noiis dc dclci minei 
leuis Licqcctoiics oithogonalcs Soil (t) unc dc ccs Li ajectoiies , si 
on la fait toiirnci auLour de D, de manieie a lanicncr son plan 
rians un plan fixe, elle ne ccsseia pas d’etre Liajccloiie oitho- 
guiialc Nous somines done lamenes a un piohlcine de Geometiio 
plane . Tioiivej les ti cijccLoli es oiLhooonales eVane JamiLlede 
ccfclciy aj ant leiu 6 centiei> eii ligne dioite "^'oici comnient on 
pent le ic'^oudic 


93 Considerons d’unc manierc geneialc une (ainille de ccicles, 
dellnic par i’equation 

(\) {oo— ay-\-{y — 


oil b, r sonl dcs /'onctions d’lin paiametre u Les Lrajectoiics 
orthogonales satisferont a rcqiiation 




dc _ dy 
X — a y — 


ol, poiu former Icui ccjiiation diflercntielle, il faudraiL climiner u 
on Lie les equations (i) et ( 2 ) Cette eliminatjon est impossible en 
general, il vaut mieux employer la methode suivante 

Exprimons y en fonction de u cl d’une no u veil e variable 9 
pai les form 11 les 

(^J) a; = (fi -4- rcosO, / == Z? + / smO 

La signification de 0 est evidente 9 est Tangle que fait, avec 
Taxe des x^ le layon dii ceicle qui passe au point on ce ceicle 
est coupe par la tiajectoire orthogonale Des foimules (3) on tiie 
les valeurs de dx et de c/j , et, en les poitant dans Tcquation (aj, 
D. — f S 
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on obtient pour 9 I’equation 


(4) 


cB I da . \ db . 

= sinQ COS 0 

diL 7 dii 1 da 


qii’il faudra in terror Or, si Ton pi end comnie inconnue 


(5) 


taiiii - = /, 


on est ramene a line equation do Riccali 




dt _ 2 da I db ^ 
da ” 7 du 7 du^^ ^ ^ 


De la resuUent plusieurs consequences Si Ton connait nue 
trajectoire seuleuient d’lin sjsteine de ceicles, on deLerinineia 
toiiLes Ics autres pai den\ qiiadiatiiies , si Ton en connait deux, il 
siiffiia d’une senle quadiatme, et enfin la connaissance dcs Liois 
trajecLoiies ouliogonalcs peimeLtia de determiner Loutcs les autres, 
sans aucLine intcgiation 

Supposonsj d’apres ccla, que Ton veuille deteinunerlc s>sLeme 
ortliogonal le plus general don tune famille soil formee dc cercles 
On pound se donner arbitvaiiemeiU deux des LiajecLoues ortlio- 
gonales (G), (Ci) II exisLe en ellet une lamiile de cercles coupanL 
deux courbes quelconques a angle dioit, et leius centres se LiouvenL 
sur la coiirbe (L) heu des points d’ou Ton pent menei a (C), 
(Cl) des tangentes egales Comme on connait deux trajectoiies 
orthogonales, il siifrud d’une quadrature pour obtcnir Loutcs les 
duties On pouria done obtcnir, avec imc seulc qnadratiue, I’e- 
quation du s^slenie orthogonal plan Ic plus general compienant 
une fainille dc ceicles (*) 


(') Daus sa tliLse si lemaniuablc, Etude geoiyietnqiie des siu faces dont les 
ligne^ de com blue d’lui systeme sont planes, Toulouse, iSS^, M V RouquoL a 
m^tne monlic que Ton pent obtenii, sans aucun signc dc quaduUuie, requaUon 
de ce sj^sLeinc oiihogonal Consideious, eti effeL, deux families de cciclcs, cuiicb- 
poudant icspecLi\enienL au\ b^sLcmeb de valeuis i ^ e\. a , i des va- 

iiables <7, 7 Si Ton a, poui cliaqiic valeur de 

d^ _ cl£^ db^ __ db 


les equations de Paccati qui dcLei inincnL les tiajectoires oitliosonalcs de CLb dcu\ 



SISTLMES CONJUGUES 


J l5 

II y a neanmoins im cas particulier tres eteoda dans lequel la 
determination du systeme orthogonal n’exigei^a plus ancime qua- 
drature C’est celiii on I’on sauraiL a prion que, parmi les tra- 
jectoues oithogonales de la famille de cercles, doit se troiiver 
line ligne droiLe ou im cercle (y); car alors Lous les cercles 
clierches etant doublement normaux: a la ligne droite on au cercle 
(Y), celte trajecloire oithogonale paiticiiliere devra etie complee 
pour deux: el donnera deux, solutions de requation do Riccati II 
SLiffira done de se donnei (y) cL une an tie trajectoiie orthogonale 
(C) poui avoir troib solutions de I’equation diffcrentielle 

Sigualons encore cette consequence des raisonnemcnts qui pre- 
cedent . loisqu’on auia un sjsLeme determine de cercles coupant 

families dc ceicles soiiL les memes, eL, pai cousequenL, la connaissancc dc'5 ira- 
jecLoites oi Lliogonalcs de rune dcs families cnliainc ccllc des tiajccLones oiLlio- 
gonales dc I’auLie ratnille Nous diioiis, avec M HouqucL, que dcuv laniilles 
de cGiclcs sonL similav es loisqu’cllcs saLisfoiU aii\ relations (t) II esL aisc 
d’niLciincLei geoniLti iqiiement ccs lelalions Elies expumciU, en eflcLj que les 
ccnLics dcs ceicles, qui se con cspondcnt dans Ics den\ families siinilaiics, de- 
ciivenL dcs coiulics doiU Ica LanycnLcs sonL, a chaqiic instant, paiallilles, et de 
plus, que Ils layout dcs deux ccicles sent dans le m6me lappoit quo lea aics in- 
tinirneiU petits parcoiunspai Icuis ccnties dans Ic mume temps, c’esL-^i-diie dans 
le rn6mc lappoit que Ics layons de com bine dcs deu\ combes deciites pai 
leiiis ccnties, au\ pomb coiiespoiidants Cette pioposition pci met e\idemmeiU 
de sans aiicune integi ation, toutes les families similaiies d’une famille 

dc cercles doiinee 

D apics cela, soiL unc famille quciconque de cercles, coiicspondanL au\ va- 
leuia a,, 1 ^ dc <7, bj 1 On pent toujoms conccvoii qu’jl c\iste tiois fonctions 

LcIIls qiie I’on aiL 

cla^ __ da_ dh^ ^ db ^ 

Pai suite, toiite famille dc ccicles pcuL cLic consuleiLC comme similane (I’unc 
famille lepioscntee pai I’Lquatioii 

{X — aj- -\- {y — b^y = b], 

poui laqaclle tons les ccicles passent pai im point fixe, Torigine Comme on 
pent mettle en evidence, sans signc dc quadraLuie, les tiajectones oithogonales 
de cette lainille paiticuliLic, il en seia do meme, d’apies les piopositjons picce- 
dentes, pour la famille la plus gencrale 

Au leste, dans beaucoup de questions, il impoiLe pen qu’il y ait ou qu’il n’3 
aiL pas de signe de quadraLiiic L’cssentiel cst qu’on puisse obtenii, sous foime 
explicit^, requaiion dii systeme orthogonal, et les dcvcloppements donnesdans Je 
Ic.vte oLablissent que cela seia toujouis possible 
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a angle dioit un ceiclc clonne, ou ayaut leuis centies en ligne 
dioiLe, la deLerminaiion de leius liajectoiies oiihogonales exige 
scideiuent ime quadiatiiie 

\ un autie point de viie, il resiilte de l’ec|uaLion (6) la conse- 

0 0 i Go 0 , 

([ueuice SLiisantc, soicnt Lang-; tang—? tang-^? lang-— quati’e so- 

luLions qiielconqucs de cette equation Nous savons que letii 
1 appoi t anhai nionK[ii8 est constant Oi cc I’^appoi t anhaunonicH-i<- 
de^ quatve tangentcs est, par definition, le lappoit anhaimonic| uo 
des points ou los tia|ccLoue3 coriespondantcs coiipent riiia quel- 
conqiie des cercles On a done Ic tlieoicnie suivant : 

Le } appo] t anhai monKjiie des quati e points oil an cei cle queL 
a nijiie de la JanuLie considei ee est coupe pai quati e ti ctjec- 
toues 01 ihogonales fices est constant 

ToiiLCi ces pioposiLions s’appliqiient evideminent aiix systoincs 
d(^ ceiclcs Liac('S SLii ia spheie, qiii peuvent toujours, pai Line in- 
veision, etie Liansfoiines en ijstenies siLues dans un plan. 

94 Revenons a la question pioposde II s agit de trouver Ic 
Sterne oitliogonal le plus general dont line des families sojL 
foiiuee de ceicles a\anL leuis centies sin une dioite D 

Pom cola on consideiera une combe quclconque (C) et I’on 
Liaccia Lous les ceiclcs noimaiix a (^C), a} ant leuis centies sur D 
Les trajectoiies oithogonales de ces ceiclcs se deteiinmeion L sans 
aiicune integiation (^onsideions en ellet run quelconque de ces 
ceicles noinial cn un point M a la combe (C). Si Qq designe 
Tangle de la tangente a la courlie en M avec la dioite D, TeqnaLion 
deRiccati adniettia les trois solutions paiticulicies 

Go, 0 , t:, 

et, pai consequent, son integiale generale sera donnee par la 
(orin ule 

, 0 

tani; - 

= C' 

G Go 

lang tan'^ — 

^ ‘1 ^2 


tang ^ = C tang — , 


ou, plus biinplement, 
< 7 ) 
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Lcs siu'faces chercliees, qui ont d’abord ete etudiees pai 
JoacliimsLlial (^ ), admettcut done la gencralion suivauLe , Dans 
an plan passant pai la droite D, on foimCj cVapics Le inoj lai 
que nous venons cVincliquei , la faniille cle cou/ bes jj lanes [t) 
la plus genh ale adinettaiit pour ti ajectou es orthogonales iinc 
Jainille cle ceicles cn ant leiu s centres sur la cl/oite D On fail 
Lom nev ces combes (i), autoiir cle la choile D, ePun angle qui 
veil le cVapies une lot clonnee^ incus quelconqtic, quancl on passe 
cViine com be a Vauti e ^ le lieu cle toutes lew s positions noueelles 
esl la Sill face chei chee 

Prenons pour axe des x la dioite D Les (ormules qui soul l<i 
Liaduclion analUiqiic de la generation pK^ceclenle sont les sui- 
vantes SojL 

(r — 72 

1 equation du s^sLcme de cercles Pienons 

a = F(0o), 7 =r F'(On) ^inOu, tang^ = Fi(6) lang y 

Lcs coordoimecs d’un point qiielconque de la sin face cliercliec 
seiont 

/ X = CL 1 COsOj 
(8 ) <' j'- = 7 sin 0 cosi];, 

( ^ / sin 0 sm'j/ 

Ccs foi mules sont KlenLiqiies a cellcs que Ton doit a Joa- 
chim stlial 

93 Apres avoir developpe une application de la pioposiLion de 
M Kuonigs, revenons au\ systeines conjugues qiielconc[Lies Ccs 
systemes possedent deux propnetc^s essentielles sui lesquelles il 
convient que nous insistions, et que I’on pent tnoncei coinme il 
suit Tout sj stenie conjitgue ne cesse pas cVetre conjugiie si 
Von soiunet la sui face sur Laciuelle il est ti ace, soil a une ti ans- 


(^) JovcTHMSTirvL, Demoiisti atiQues theoj ematarn ad sitpeificies ciiivas spec- 
tant Him {Join nal cle Cielle, t X\X, p 3^17) el Siu les siii faces cion t les lignO) 
cle Vune cles com bin es sont planes (imime Journal, t LH , p Tbi) \oii suiLouL 
cc deinier aiLicle 
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formation homogT aphique, soit a une ti ansjoi mation pai 
polaii es reciproques 

Supposons d’abord que Ton soiimelte une surface (S) a une 
transformation lioniograpliiqiie Considcions une coiu'be (C) 
Lracee sur (S). Les plans tangents a la siiiface en tons les points 
de cette courbe engendieront une suiface developpable (A) clout 
les geneiatnces lectilignes seront les conjugnees des tangentes a 
la courbe (C) Or il esL evident cpie la transfoimation homogia- 
phic[ue ne change en rien loutes ces relations A la surface (S) 
coirespond une suiface (S^), ala courbe (C) une combe (C^), a 
la developpable (A) ime developpable (A') ciiconscrite a (S') sui- 
vant la courbe (C^), aux tangentes de la com be (C) celles de la 
couibe (C''}, aux geneiatnces de (A) celles de (A'), pai cousecpient 
la transformation liomographic|ue fait bien coircspondie a deux 
tangentes conjiiguees de (S) deux tangentes conjugnees de (S') 

Si, au contiaire, on cffcctue une transfoimation par polaires re- 
ciprocpies, a la surface (Sj correspond une suiface (S"), a la 
courbe (C) une developpable (A") ciiconsciite a (S"), cL a la de- 
veloppable (A) la combe de contact (C") de la developpable (A") 
Par suite, aux tangentes de la couibe (C) coriespoudent les gene- 
latrices rectilignes de (A") et aux generatrices de (A) les tangentes 
de la courbe (C"). D’ailleurs, a deux tangentes en iin point M de 
(S), correspondent deux tangentes an point coriespondanL M" de 
(S"). Ici encore, on le voit, a deux droiles conjugnees coires- 
pondent deux droiles conjugnees 

96 Les pioprietes pidcedentes, que Ton exprime encore en 
disant que la definition des systemes conjugu(§s est piojective et 
dualistique, peuveiit aiissi etre etablies pai la metliode analytique 
suivante qui nous permettra de g^neraliser une proposition ddja 
donnee (n° 84) 

Soient (/ et |j les parametres de deux families de courbes Lracees 
sur une surface (S) Acloptons un sysleme de coordonn^es liomo- 
genes ou telraediiques absoliiment quelconque, et soil 

(to) il\. -4- V 'k 4- iv Z 4- ^ T = 0 

I’equation du plan tangent a la surface, p, fp, p seront des 
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foncUons clcs paiametres a et [j, cL Von obtienclrait TequaLion en 
coordonnoes ponctnelles de la surface (S) en 6 liminant a eL jj 
cnLre Tequalion (10) eL ses deux deuvees 


(n) 


„ dll rh „ 

\ + Y — -H Z 

07 rH 07 


dy 


\j(5 ^ ^ ^ o[i 


: 0 , 


pai lapport a 7 et a [i Par consequent, si I’on designe par x, j , 
r, t les coordonnces du poinl dc contact du plan tangent, dies 
de'viunt satisfaire auK trois equations 




ux vy -h ivz 4- pt =0, 

dll do d^v dp 

<)7 dy d7 0% 

dll do div dp 


Dideientions la premiere de ces equations, successivement par 
lappoit a eL cl p, on aura, en tenant comptc des deux autres, les 
1 da Lions nouvelles 


d'Y' 

dv 


dt 

It — 
07 

-f- — 

07 

+ CP — 

07 

— 

^ 07 

dx 

d') 

dz 

dt 



1 

T 



On am ait pu d’ailleius ecrire immcdia Lenient ces equations, 
dies expiimeut que les tangentes aux deux coiirbes 0^:=:: const , 
jj = const sont dans le plan tangent a la suiface 

Les equations (12) et (i 3 ) s’appliquenL a tout syst^me de coor- 
donnecs cuivilignes Chei chons maintenant la condition pour que 
les deuK families (a) et (p) forment un sysLeme conjugue. Si Ton 
se deplace sur la courbe cf =: const , le plan tangent enveloppera 
Line surface dcvdoppable , son intersection avec le plan tangent 
mfininient voisin sera d 6 fmie par Tequation (10) jointe ala seconde 
des equations (11) II faut exprimer que la droite representee par 
ces deux Equations est la tangente a la courbe P = const Pour 
cela, il faudra ecrire que ces equations sont verifiees quand on y 
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remplace X, 1 l , Z, T par 


(^r , . r)Zj ()t 

cr -r- cH. ] -V — <r/a, ^ ~ t -h --- c/a 

Ox ^ Oix d'x Ox 


En tenant coiiipLe clesfoimules deja ctabhes (I'i) et ccia 

ne donae qa’une seiile equation nonvelle 

, Ou Ot ^ Ov 0) 0{v Oz Op Ot ^ 

^ ^ ^ r/i ()-x f/j O'x ^ ^^jJ O'X ^ d'p Ox 


et cette unique Equation e\piiine par consequent la condiLiC)!! 
neccssaire et suffisanLe pour que Ics dcu\ families eL 
fornicnL uu systemc conjugue 

Dcs foi mules ( 12 ) ct (i3) on decluiL pai diUcrentia Lion le-> 
idcntiLcs siuvantes applical)lc3 a tout sysleine de cooi doiin t'es 
curvilignes 

0- u 0- r „ 

^ O-x r;jii Ox 0^^ ^ O'X ^ dxO^^ 

da Ox Ov Oy O^v 0^ Op Ot 

Ox fjfi Ox 0{j O'X Ox 0 '^ 

__ Ok Oc Ov Oy Ofv 0^ Op Of 

0[i Ox cJp Ox 0^^ Ox Ox 

0-T ^ 0-y 0'' z 0-t 

OxOy~^^ Ox f)p ^ Ox 0*^ ^ Ox 0^ 

11 suit de la que I’equation (id) pent encoie etie ecritc sons 
Tune des trois formes sui\ antes 



(iG; 


Ou Ox 

Or Oy 

0(x> Oz 


ol ^ 

^ dp 

7^ 0^ 

Oj 0 '^ 

O-T 

0-y 

O^-z 

0^-t 

r)3c hi 

^ Ox c)p 

Ox ^ 


u 

0^- V 

0- iv 


^ d'J.0'^ 


" 0x0^^ 



La condition pour que les families (c/), (p) foiment im sy^sLeme 
conjugue s’expiime indiflei eminent par Tune quelconqne dcs 
quatre equations (i4) ou(i6). 


97 Considdrons, en parti ciilier, les equations (i 2 ) et la troisi eine 
des Equations (i6), elles ne contiennent pas les denvees de :zjj 
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lii 

i el rehmmalioa de ccij cooi Jonnees conduit a requation 

()ii f)ji II 

Th 7 ;^ 777 ^ 

0\> dv f)- V 

djL dj f/i 

‘ = o, 

()w rJ(t’ {)- (r 
O'j. L)p ()x 
<)}) dp fV- n 

d'ji f)^j ()jL <)'1, 

qui ne conLicnt plus quo les coordonnees Langcntielles (’) 

Invoiscmentj Louies Ics fois quo PequaLiun (17) seia saLisfaile, 
ilevislera dcb valeiiis dc x, } ^ L veiiGaiU les equations (12) el 
la lioisiemc dcs equalions (16), cos equations exprimcnt que x, 
) , r, / sont les cooidonnces dii point dc contact du plan dciini pai 
[’equation (10) avcc lasuiface quM enveloppe cl, en outre, que lc^ 
(lcii\ families (a), ([i) Lracees siir cetle enveloppe sont conjuguees 
L’eqiialion (17) esL done, dans lous les cas, caracleustiquo dcs 
syslemcs conjugues 

De meme, en eliininant a, tq iv, p enlic la piemieic des equa- 
tions (12), les deux equations (i 3 ) et la scconde equation {16), 
on li om era la condition a iaquelle doivenl satisfauc les cooidonnoos 
poncliicllcs 


<)r 

dr 

d- r 

dx 

77^ 

dx </j 

dv 

Or 

d- 'i 

(J'X 


TTTiJi 

f)z 

dz 

d^-z 

Ox 

77 

dx d[i. 

dt 

dt 

d^-t 

dx 

d[6 

dx d'j 


el Ton demontieia comine preeddemment que cette condition, qui 
esl nceessane, est aussi sulfisante (*) 


(^ 7 ) 


P 


(*) Bniosciii, Sidle linee di cwvatiua della supei Jicie delle onde {Annales de 
Toi loluuj t II, p i 35 , 1859) 
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98 En repeLant le raisonnement deja donne au n® 84, on 
obtiendra imniediatement la pioposition sinvante 

La condition necessane et suffisante poiu que deux families 
de cow besy de pai aineti es a et fj, soient conjuguees, est que, soU 
les cooidonnces ponctuelles homogeneSy soit les coordonnees 
tangentielleSy satisfassent toutes les quati e d uiie equation aux 
dejioees pai tielles de La forme 


^HJ) 


fJoL C)p 



fJj. 



- 4 - CO = o, 


od A, B, C designent des fonctcons quelconques de ci et de^j ( ‘ ). 

La transfoiniation homographique ne changeant pas les coor- 
donnees homogenes, pourvii que Ton fasse varici le tctraedre eL 
les paiamctres de reference, etla ti an s for mail on par polaiies re- 
ciproqiies etant eqinvalente a im echange des coordonnees pone- 
Uielleseldes coordonnees tangentielles, onvouquela methodepre- 
cedentc met bien en Evidence le caractere piojecLif el diialistiquc 
de la definiLion des systemes conjugiies. 

Si Ton emploie les coordonnees carLesiennes ordinaircs, la coor- 
donnee t dcvia etie egalee a I’unite, par suite Tcquation (ig) 
devra elie veufiee par la valeiir 9 = i On devra avoii 

G = o 


et Ton reLroiiveia le resiiltat du n° 84 


99 En teimmantces developpements, je leinaiquerai qu’il est 
impossible de trouver deux equations de la forme (ig) aiixqiielles 
satisfeiont en meme temps les qiiatie coordonnees ponctuelles, tant 
que la siuface ne se leduira pas a line coiirbe, ou les quatre coor- 
donnees tangentielles, tant que la surface ne sera pas dt^^elop- 
pable 

En elfet, siipposons que les quatre coordonnees veiifient deux 


(’) II uLile de remarqiicr que I’eqLiaUon lincane c\ laquelle saLisfouL les 
qua Lie coordonnees ponctuelles n’esf pas, en general, la mdme que celle & laquellc 
saLisIont les quatie cooidonnces tangentielles 
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equations lineaires de la forme ( 19 ). L’eliminaLion de enlre 

ces deux equations nous conduiia a une equation dii premier 
orclre 


0:i 


-13' 


G'O = o, 


a laquelle devront encore satisfaire ces cooidonncps Or la solu- 
Lion geiK^iale de cette equation est de la foime 


0 — Oq F(cto), 


F designantunc fonction arbitvaire et 0o, <to des fonctions deter- 
inmees , par cons(^qaenL, si Von divise toiites les coordonnees homo- 
genes pai Qq, on les reduira a des fonctions de la seulc variable g*o 
Sl les coordonnees sonL poncLuelles, le point decrit iinc couibe, 
et Sl elles sont tangentielles, Ic plan enveloppe une developpahle. 

Ainsi, a toLite surface non developpahle, et a tout system e con- 
jLigue trace siir cette surface, correspondent deux equations, et 
deux seulement, de la forme ( 19 ) L’une est venfiee par les coor- 
donnees d’un point quelconqiie de la surface, et Vautre par les 
coordonnees d’lin plan tangent quelconqiie de la suifacc 


100 Le tlieoieme precedent perineL evidemment de constriiire 
line in Quite de siii faces siir lesquclles on coniiaitra des sysleines 
conjiigues (’) Nous aliens, des a piescnt, cn faire une application 
en cliercliant les surfaces poiu lesquclles il exisle deux families 
conjuguees formees exclusivement de courbes planes 
Sl les cooiclonnees Langentielles satisfont a VequaLion 

_ 

(H 

la surface correspondante la plus generale sera Venveloppe du plan 
deQni par Veqiiation 

I '+-^4(P)]^ = o 


(’) Dirdoi3\, Memoue sw la theojie des coof donnees ciu viligiies et des sys- 
temes oj thogoiiaux {Annales de VEcole Noimale, 2® sene, t AH, p 298,1878) 



Or on leconnait sans dilficLikc quc celLe suifacc jOiiiL de la prn- 
piielo incliquee, car, pour avoii I’envelnppe clu plan langcnL, iL 
(aiU joindre a 1’ equation (20) les deii\ suivantes 


( ? P ? i C ? b J ( P } ^ 4 ( ? ) ^ 

qiii lie conLiennent chaciine qii’iine seule des vaualilcs a, p cl 
jiunilrcnl amsi qiie Ics deLi\ families conjuguees c/ = const , 
p = const sent composees dc com lies planes 
La solution qiie nous venons d’obtenir cst Lies gcnci ale , on pent 
deinontiei qii'il n’y en a pas d’autre Pour cela, nous definuoii--. 
la sin face clieicliee coniine enveloppe du plan 

(a.>) ziX (A' H- (vZ -I-/) T = 0 


Prenons la di^rivee de celLe equation par rappoil a 7, nous 
auions 




X-; — -hT — 

dJ. dx dx dx 


Ges deux equations leprescnlent, on Ta mi, la Langente a la 
combe 0^ = const , toiites les fois que les deux families (c^j, (p) 
sont conjiiguees 

Oi, SI les courbes de parametre d sont pianos, ellesseronl detei- 
miuees par une equation de la forme 

(24) ( a 'l -- Y/, ( a ) -H Z /, ( a ) -4^ T A f a ) =: 0 , 

et, par coi^sequent, les tiois plans definis pai les equations ('22), 
(28), (24) contiendroiU une meme dioite, la langente a la combe 
7 = const , Tune de ces tiois equations dcvia done etre une com- 
binaisoii lineaire des deux aiities Eenvons que la tioisiemo 
s’obtient en ajontant les deux aiitres, respectn emcnl mullipliecs 
par p et pai > , nous aiuons le sysleme 
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Ell climinaiiL par une diffciontiation les foncLions . on 

vena que r, (v, p doivenL saLisiaire a la meme equalion du 
second oidre 

c’esL-a'cUie 




(Jy. J 




['ll) 


X 




^)0 01 c)0 . O^j 

Ifj. 


== o 


En consideianl dc meme les couibcs p = const , on troiueraiL 
([lie l(.s cooidonnees LangenLiclles donent aiissi saLislane a I’c- 
([uaLion semblaljle 


( a> ) 


±1 
()X (}^ 


()x 


r)) ' </) Ou' 

0 --f- = 0 
■ ' ■ 0 % 


O'j 1 } J 


Oi nous avons vu que e, (xq p ne peiuent satisfaiic en 
ineine temps a (lcn\. equations dc la foime pri^cedcnle, au moms 
lanl qiic la siuLacc n’cst pas devcloppalde II fandia done que Ics 
e([uaLions (^o), (‘^0} soicnt identiques, ce qui donne les con- 
ditions 

(j' ^)loi>X {a _ ()l()i;X' 1 _ 1 f)[/ 

ij ~ " ’ A “ oT~ ' 1 0^^ ” X' oy 


En poitam les valeurs de [t ct de / dans la dernmre equation, 
nous Lioinoiis 

0^- \o-l _ 

Ox 0 [j 0 ‘x 0 ^^ 

iron Ton (lijdinl, en integrant, 


cc qui donne 


X' = )/(a)^^(P), 



t'(y ) 

/{y)' 


Si nous porLons cette valeiii de o dans Tequation (ao), elle prend 
la forme 




On volt t[ite. SI nous muUiplions los quatie cooidonnees it, 

It’, p par une meinc fonction "kj (it), ce qui est evidemment peimis, 
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elles satisferont aTequation 

c)a 

et Ton retrouvc la solution qae nous avons doniiec a pvioi i 

II est vrai qiie nous avons ecaite de notie raisonnement riiypo- 
these oil la surface serait dcveloppable Mats, poiu obtemr ime 
telle surface, il sulfira de supposer niilles, dans la foimiile (20), 
Loutes les fonctions de p Amsi notre premiere solution doane, 
sans aucLine exception, Loutes les surfaces poui lesquelles il peiii 
ex^ister iin systenie conjiigue compose de deux families dc coiirbes 
planes 

101 II nous leste a indiquei un mode dc generation simple des 
surfaces que nous \enons d’obtenii Pour cela, faisanl t=.\^ nous 
envisagerons les deux families de sphmes defmies pai les equations 

(27) 2yi(a)A— =0, 

(28) T-H-J -H- .3--I- 29l(P)^,-^-2Cp2(p)7-^-2Cp3(pj^-i-2Cp., (p) = 0 

Ces deux lamilles de spheres sont absolument quelconques, el 
d’aillcurs leui plan radical est piecisement le plan tangent de la 
surface cherchec, represente pai Pequation (20) Nous sonimes 
done conduits au theoieme sai\aQt 

Si Von considei e clans Vespace deux families de spliei es 
defmies de la maniei e la plus genei ede, le plan 1 aclical cV Line 
des sphei es de la pi emiei e famille et eVune des sphei es de la 
secoTide em>eloppei a la siujace la pjliis genei ede admeltanl 
deux families conj ugitees fonnees exclusivement de combes 
planes 

Pour determiner la suiface par ^^^omts, on reniaique que les deux 
equations (l^i) sont les deiisees par rapport a 7 et a p des equa- 
tions (an), (28) Done 

St Von associe d deux sphei es de fanidle diOerenle les 
sphei es infiniment voisuies, le centi e 1 adical de ces cjiiatre 
sphh'es deem a la suiface cheichee Le plan 1 adical de deux 
sphei es infiuiment voisines de la meme famille contieiidi a line 
des courbes de Van des sjsthnes conjitgiies 
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CHAPITRE 11. 


SYSTEMES CONJEGUtS — HGINES ASA AIPTOTIQUES 

ApplicaLion des pioposiLion^ picccdeiues d la dcLci mmaLioa des sui laces a ligncs 
c!e couibiiie planCij dans Icb deuv s^stemes — CaiacLousLiques d’une LquaLion 
liiieaiie aa\ dcrivces paiLielles — IheoiLiiie nouveau iclaLif au\ b^sLcineis con- 
lugucs — Lignes asympLoLiqucs — Foinie la plus simple de leiii equation dif- 
leLcnticlle — Leiii determination dans des cas paiLiculiois — Suilaccs tLliae- 
cliiilcb de Lame 


102 ]ja pioposjlion obLeuue d Lifia dii CKapilre piGCcdenL cou- 
duit a line melliodc Lies simple pour la deLeiminaLioii des suifaccb 
doiil Ics lignes de couibure sonL jdaucs dans Ics deux syslemes 
11 sulfira, en eflel, de cliercher, paimi les stu faces enveloppes dii 
plan lepieseule par requalion (^io), celles potu Icsquelles les deux 
lamiUes de couibes conjuguees se coupenL a angle dioit 
Gonsideions la surtace envcloppe dii plan 

u\ -h ■+■ ivZ pT — 0, 


oil p, IP, p soiit des loncLions de c/ eL de [j La condilion d’oi- 
ihogonalue des coiirbes de paiamelre a cl [i Iracees sui Tenveloppe 
LSI coinpliquee en general, eL conLienL les deiivecs secondes dc» 
cooidonnees LangenLielles Mais elle se simplific beaucoup quand 
O' eL [j soiiL les parameLres de deux families con]Liguees En effcL, 
St j:, j , i sont les coordonnees da poiiU de contacL eL si Ton 
laiL ^ = 1 , on a les deuv eqiialions 







dii ()r ()v dtp dr 

dp da dp 'da dp da 


croii Ton dediiiL les propoi Lions 


(U 


do 

^dp 


dll 


dS '' d^J 


dit^ dv 


It 

d!, 




dif 

In 


dr dy dr 
da d/ da 


dtp 

^ dp 
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On a Jes formiiles analogues pour — , ^ et, en ecij\ant la 

conclitiou crortliogonaliLe, on Lrouvc requation (') 




/ Ou 

Ov 

0^v\ 

( Oil 

0^> 

r)fP\ 

[it — -+- 

— 

— ft> — 

( T77 

“TT 

“T- IP —7- J 

\ O'J. 

Oj 

Oj) 

V <>'f‘ 


Of) 






dlL On (){■ 

tj3 


Ov Oiv ()u'\ 

1 h of 


Remaiqiions LouLefoib quo ceLLe equation serait illusoiresi t->, 
tr, p ne conleuaient pas car alois les foimules (i) n’atiraient 
aiicime signification , Jasiufacc sei ait developpable. 

Poiic appl'quei requation ('>) an pioblemc qiii nous occupe, il 
(auL lane 

i 

IL ~ A 1 — r- 13 i , t-’ = \2 -1— Bij tP = A 3 —j— 13 Jj 


-■^1 > A2, Ai designant des tonclions dc c/ et B, , Bj, Bj cles foncLions 
de [i On roconnail que requation (2) pent etie ranicnee a ne 
contenir que les deiivees de la ibnction k dellnic pai requation 

Ii~ '=■ tL 1- p 1— == f H— 13 + ( A 2 "T" tji )" ( A j -t- 13 5 j- 

En efletj cette eijuation difleientiec par lapport a (/ et a [3 donne 
SLicccssiveinen t 


h 

Oh 

Oil 

lyp 

Ow 

— 

~ a -- 

“i- p — 

(P — 


0% 

0-j 

Oj 

Oj 

h 

dh 

Oil 

Ov 

r)(P 

dp 

= “dp 


-H IP -7- 

dp 


^ Oj. of ' Oj. Of ~ O'J. Of ^ O-x ^ 'of 

En tenant cornpte de ces relations, requation (2) prendla (otme 

O^-h _ 

O'l of ~ 

et il laiit, pour qu’clle soit salisfaite, que I’on ait 

h= 

On pent done enoncei la proposition suivantc . 

Pour ob Lean les siujaces a lignes decoiuhiue planes dans (*) 


(*) Briosciii, Annales de Toi tolinij t It p i 35 , iSjq 
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Lgs (leiix syslemes, on commencei a par detei miner les jonctions 
de a et de p satisfaisant identiquenient a V equation 

1^3) B 2 )" ■+- ( A 3 -4— Bj)- = ( A 4 B',)- 

Quand ces /onctions se? ont conniies^ lasiujace sei a Venoe- 
loppe da plan 1 epi esente par V equation 

( 4 ) ( Aj[ -r- -H ( A2 -1“ A3 -H B j) ;; = A -H B , 

oil B designent deux Jonctions nouvelles qiii dependent 1 es- 
pectwenient de u et de |3 Les lignes de cow blue des deux 
s) stcmes seioat defuiies par les equations 

( A',; ^A'3^^ A', 

qui ae contienncnt chacune qiCune seule des variables a on |3 et 
represeritent les plans de ces lignes 

103, Toiite la difiiculL(^ du piobleme est ramenee, par la melliodc 
piecEdeate, a la deleimmalion des fonclions les plus gcnerales 
saLisfaisanL idenLiquemcnL a la relation (3) Or, si Ton dincrentie 
cette equation successivement par rapport a c/ et a (3, on est lamene 
a I’equation plus simple 

( 0) A^^ B ^ -H A 2 ^2 ^3 ™ V 

dont M J -A Serret a donne toutes les solutions possibles dans 
son impoitant Meinoire Sur les siu faces dont les lignes de 
coiubiue sont planes ou spliei iques [Joiunal de Lioiioillcj 
r*-’ sGLie, t XVIII, p 1 16 ) All lieu de snivie la iiiaiche adoptee 
par M Serret, nous nous attaclieions a I’eqiiation (3) que nous 
eci irons sons la forme 

\’j ) ( Ai — BP)- -h fAy B2)“ ■+* (A3 B3 1" = ( A^ — 

cn cbangeantle signe de toutes les fonctions B. 

Cette equation pent etre interpret^e geometriquement de la 
maniere suivante Consideions la sphere (S), variable et d^- 
pendante du parametre cy, dont le centre a pour coordonnees A|, 
Ay, A 3 et dont le rayon est egal, en grandeiu et en signe, a A-,, 
considerons de meme la sphere (S'), dependante du parametre [3, 
D ~ I 9 



cloiil le centre a pour cooidounees B|, Bi, Bj el dont le rayon est 
egal a B, L’equatjon ( 7 ) exprune evidemment que les deux spBores 
(S) et (S') sont constaminenl tangenles 11 faul done que ces deux 
spheres, envisagees successivement, enveloppent la mdme surface 
(S) Et, comme cette sinface (S> esl touchec sinvant un cerde par 
chacune des spheres (S), aiissi hien que par chacime des sjpheres 
(S'), il faul que toutes ses ligties de courbure soient cu cu- 
lan es 

Nous sommes amsiianienes a un piohl^ine hien connii, qui a 
ete propose et resolu pour la prenneie fois par Dupin ( ^ ) : JOeLer- 
minei toutet, les siu faces dont les lignes de com biu-e sont cir- 
culaues La solution fournil une suiface dii quatnfeme ordre, la 
cyclide de Dupm, dont les normales lencontient une ellipse et 
une hyperbole, qiu sont les locales Vune de raulie et qui con- 
lienneni les centres de Loiites les splieres, tangenles a la surface 
suivanlune de ses lignes do coiuhuie Celle surface peut degenercr 
sou en un loie, el alois I’cllipse locale se leduit a un cercle, soil en 
une surface de troisieme degre, el, dans ce cas, les deux coiubcs 
locales deviennent des paraholes 

104 Sil’on suppose que Felhpse se reduise a un cercle, I’liypci- 
bole se rdduiia a une dioite passant par le centre du cercle et pei- 
pendiculane a son plan En choisissanl le cenlie du cercle pour 
origme des coordonnees et la droite pour axe des nous olntenons 
une piemiere solution de I’equalion ( 7 ) donnee par les formules 
suivanles . 

Ai — o, A) = 0, A3= 01, 

Bi = cosp, B2=smp, 83=0 

La suiface a lignes de couihiue planes eorrespondaute est I’en- 
veloppe du plan 

(8j ly I —a-cosp — 7 snip =/(a) -r- <p(P) 

Les lignes de courbure a = const sonl dans des plans parallelcs 


(') DupiNj Applications de Georneti te et de Mechaniqiief p 200 et sui\ , 1S22. 



SISTEMFS rONJUGULS — LIGNCS ASl MPTOTIQUES l3l 

el, par consequent, cetlc prenneie classe ne compi'end qae les sui - 
faces mouliires cleja elucliees (n'’ 86) 

Passons au cas gencial ou Tune cles focales esl une ellipse 
Cominc on pent multiplier Louies Ics foncLions A^, par un 
meme nombre, on pouira prendre, pour cetlc focale, les (liquations 

^ 2 

~ = i, 1 =- o, 

ct riiypcrbole correspondante sera alors lepriisenK^e pai Ic syslemc 

Un point de la picmierc com be sera defim par les foimules 

(vi) =Ai=:a, j=A2=o, - === '^3= )./i- 

Cl, de meme, un point de la sccondc par les formules analogues 

fro) .r = Bi = 0, ;; = B3=v/}- — i/n-p-i 

La surface a lignes de courbuic planes, correspondante a ces 
% \ diems des functions A^, scia I’envcloppc du plan 

ill) y £C — -{- {') \/ 1 — a- — \/ 1 j = fi^a) — '^((3 ), 

Juisque (y el (j -Narieiont 

On liomeia de meme, dans le cas on Fellipse se lediiit a une 
paiabolc, que la smface coirespondanlc esl Tcnveloppe du plan 

( 12 ) 2 a -r -4- 2 Py “i~ ( 1 - - a- — - == /( "-« ) -i- ^ ( P 1 

'103 En r(‘siim(j, n(jus obtonons Irois classes do surfaces a lignes 
de couibuic planes dans les deux systemes Mais il iTsulte claiic- 
nient des laisonncmcnts pr(^ccdents que la premiere etla tioisieme 
peiuent elrc consid(ii(ies cominc des cas lunites de la seconde, qui 
est diifmie par la formule (ii) Nous aliens faire connaiLie un 
nouveau mode de g(3neiaUon de ccs smfaccs 

Si Ton didb^rentie successivcment par rapport a cy et a [3 I’c^- 
quation (ii), on obtient les deux (Equations 


03) 

3- 7 -f (2), 


y/ 1 — a- 

(li) 
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c[ui lepresentent, nous Tavons vu, les plans des lignes de premiere 
ct de seconde couibuie Am si les hgnes de conrbiue de cliaque 
sj’steme sent dans les plans tangents d’uii cyhndre, et les c^dindres 
correspondants aiix deux, s^^stemes ont lears generatiices pcrpen- 
diciilaires 

D’autre paiL, les deux fannlles de spheres consideiees an n" 101 
ont ici pour equations 

j X- H-y-+ — par — 2 ). f + ^/(“) == 

( I 

( — 2p7 — 2\/X' — I /iH- 245 (p) = 0, 

Ics centres de ces spheres sont situes respectiveinent sur les deux 
focales D’ailleurs leurs rayons dependent des fonctions /(a), 
?(P) valient, par consequent, suivant une loi qnelconque En 
appliquant le theoreine dun'' 101, on sera done conduit a la pro- 
position suivant e : 

Pou 7 obtenu toiites les nu faces a hgnes de courbiu e planes 
dans les deux sysie files j on const? un a deux families dif) erenles 
de spheies dont les ceati es sei ont assujettis d deem e 1 espec- 
iivcinent deux coiubes du second degie^ focales Vune do 
VaiLtiCy et dont les 7 ay 0 ns vafuei ofit simafil luie loiqiielconqve 
poiif chacufie des deux Jarnilles Le plan 1 adical de deux 
spheies (S), (S), appai tenant aiix deux families diffei entes. 
enveloppei a la siu face chei chee Si Von associe ct (S) et d (S) 
Les spliei es infmiment voisines (S'), (S'), le centi'e i adical de ces 
quati'c spIiei es dec7 17 a la siuface, les plans radicaux de (Sj 
ct de (S'), de (S) et de (S') sei ont les plans des hgnes de coiu - 
hur'C des deux systeines (’) 

Bien que nos raisonnements aient laisse de c6Le le cas des sur- 
faces developpables, les resultats ohtenus comprenneiiL ccs surfaces 
qiii sont, onle reconnaitra aisement, des surfaces moulures forin^es 
par les tangentes d’une helice tracee siir un cyhndre quelconqiie 


(^) On pent dermii la vanaLioa du layou des spheres de cliacunc dcs families 
cn assiijcLLissant ces splieics a 6tre tangentes h. une courbe choisie aibiLiairement, 
silnec dans le plan do la ligne qui coutieni leuis cenLies Alors on pouira con- 
sLiiuie geomeLiiquement le plan radical de chaque sphere et dc la spheie infini- 
ment \oi3ine 
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106 Nous Lerminerons cclle eUide preliminaire des sjstemes 
conjLigLics eri geneialisant la proposition donnee au 98, et, 
pour Ic faire d’une maniere precise, nous commencerons par 
lappclerla definition des caracLeristiques d’line equation Imeaiie 
aux. den VUGS paiLielles 
Soil 


(lb) 






line telle (^'qualion, ou les coefficients seront des fonctions donnees 
quclconqiies dc a cL de |3 Si Ton substitue aces variables indepcn- 
(lanlcs les siuvanLcs 


p = cp(a, Pj, p), 

requation conscrvera sa forme et deviendra 


a -h o 
{)f- dp dpi 


,,c )0 ,, 

■ C -{■ a ~ b' H c 0 = 0, 

Op I 


' ‘ ^P 


ct^ c ayant les valeiirs siiivantes 


A {^P"V 

a — A — ■ 

\OJi j 


“ da 




(« 7 ) 




. 1 ^ 1 1 

Si done on vciiL faire dispaiaitie les deux leimes en — ? 
p ot p, devront dire deux fonctions dilferentes satisfaisaiit a I’e- 
q nation 

V V T> . r [ r. 


On peat ^noncer ce resultat de la inani^ie sui\ante 

Considei ons r equation dijffei entielle du premiei oi di e et dii 
second degi e 

(rg) A cZp2 — B dad^ -4- C da^-~ o, 

d lacjuelle nous donnerons le noin ^Z^equation differentielle 
des caiacLensLiques, et qui se decompose en deux equations 
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du pi erniej degi e admettant chaciuie une integiale Soient 

p = P) 


les deux iiitcgi ales ainsiob tenues j il faudi a pi eiidi e pi poiu 
noitvelles vai tables si Von vent i ameiiei U equation en 0 d la 
foi me 


( 20 ) 


0 , ()0 

_ — h u — 

c/p dpi dp 


V — +c'0 = 0 

dpi 


On voiL que la Lranslormalion serait impossible si le piemici 
membre de L’cqaalioa ( 19 ) etaiL im cane parfait Mais il lesulle 
des formules (ij) que si Toil pi end alois pour p TinLegrale unique 
de Tequatioa ( 19 ), TequaLion en 0 se rediiu a la foinic simple 0 ) 


^^0 


c/^O 


, ^)0 
+- a — 
do 



+ c^O = o 


107 Apres avoir rappele ces dellniLions et ccs piopiieLes, levc- 
nons aux questions que nous avons en vue, et snpposoiis que 
les qiiaLie cooidunnees lioinogenes x^ z, t ou tq tvq p soienL 


(‘) On peut meme simplifici' encoie ceLte equation des que Ton en coniiait des 
solutions paiticuhoies , cai soient 0„ 0^ deu\ de ces solutions si Ton piend 
comme nouvelles \aiidblcs Jiidependautcs p et le lappuiL 


ct SI I’on pose 



0 - 6 ,( 7 , 


la fonction c satisfeia a line equation de m^me foime que 1 equation ( 21 ) 

d tr dj .do- 

, -) 1 — H t?. -y-. — h c (7 = 0 

dpp ‘dp ‘dp; 


Jlais, comme cette equation doit admcttie les solutions particulieies 

cr=p;, 


ct Cj seiont mils, et cllc sc leduira i la forme binume 


d^c 




4 - «, 

dpp ‘dp 


0 


Le laisonnerncnt precedent montic d’ailleuis que cette forme n’est pas tj’^pique 
et peut ^tre obtenue d’une lafinite de inanieres 
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expiunees en foncLion de deux vaiiahles a et p Si Ton a obtcnu, 
par un precede quelconqiie, une dqiiaLion de la foimc (i6) a 
laqiielle satisfont ces quaLre coordonnees, on peat la ramcner, par 
le precede que nous avons mdique, a la foime (20) et Ton le- 
connaiL alors immediatemenl que les courbes (p), (pi) Iracenl siii 
la isiiiface un sysLemc conjugue. Nous pouvons done enoncer la 
proposition suivantc 

Qiiand on a foi me, cVuiie maniei e quelconqiie, une equation 
de la forme {16) d Laquelle satis font , soit lesquatr e coor donnees 
poncLuelleSj soit les quati e coor donnees iangentielles, les ca- 
! acier istiques de ceite equation tr acent sur' la surface un 
s) Sterne conjuguc 

Une 6quaLion de la foiine (iG), conLcnanL cinq coefficients, n’esl 
pas determince jiai la condition d’admctlre comme solutions jDai- 
ticulieies les quati c coordonnees ponctuelles, par exeinplc Maia, 
SI Ton ajoute a cette condition celle d’admettie une cinquicmc 
‘jolution cp, tons ses coefficients sciont paifaitemcnt determines, 
aiiisi que le systeme conjugiie form6 par scs caracteiistiques En 
re sens, on pent due que, a cliaque fonction cp, coriespond un 
systcine conjugue pailiculicr 

Ainsi, SLipposons qiie Ton pienne des coordonnees caitesienncs 
j L’equalion (16), dexant alors admettre la solution 
8=^ = 1, ne contiendra pas le teime en 0, et tous ses coef- 
ficients seront completement deteimines par la condition qu’elle 
admette, en meine temps que x, y, une nouvelle solution 

paLticulicre cp que nous supposeions exprimee en fonction 
de X, j'j jz, pai exeinple. Ramenons b^quation a la foime (20) 
oil pieiiant comme nouvelles vaiiables les paiametres p, p, du 
sysL^me conjugu^ forme par ses caraclenstiques , et soit alois 

eJU) ^ 00 ^ eO 

- — — — A -T — h B - — 

OpOpL Op op I 

ha foime nouvelle On am a 


.Or ^ Or 

-j — — \ -T— -h B - — J 

do dp I dp dpj 
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et les equations analogues en et ^ Si Ton expriine inamtenanl 

que CD en est une solution, et si Ton ehmine — ^7 — r~? 1 — r- 
‘ ^ op op I Op op I op dpi 

ail moyen des equations precedentes, on Lronveia 

d-o dv dx c>-cp fdx dy dy dL\ 0-^ dz dz _ 

dx- dp dpi dxdy\ dp dpi dp dpi) dz- dp dpi ° 

C’est une relation a laquelle devront satisfaiie, en chaque point 
de la siuface, les tangentes aux deux families conjuguees 


108 SiJ’on prend, par exemple, la valeur suu'^ante de z 


on am a 


dx dv dv 0} dz dz 

dp dpi dp dpi dp dpi 


le S3 Sterne conjngue est orthogonal, c’est*-a-dire qu’il est forme 
des deux sysLemes de lignes de couibuie, ce qui nous conduit an 
ih^oreme suivant . 


U equation de la f 01 me 


da- da d|3 


^d^G 

dp2 


-D 


da 



= 0, 


dont les coefficients sont detei mines par la condition qu^elle 
admette comine solutions pat ticulieres 


X, y, z, 

z designaiit les cooi donnees cai tesiennes ot thogonales 
dhin point de la surface expi iinees en fonction de deux va- 
1 lables quelconquescf et [ 3 , adinet pout cat actei isticjiies les deux 
families de lignes de com bare de la surface 


L’application suivante, qiii est tres simple, fournit une vilifi- 
cation de cette proposition Pienons comine \ariables indepen- 
dantes deux des cooi donnees x etjK L’equation 




rPO 


+ G 




d0 dO 

D— -^E — = o, 
dx Oj 


Oj. oj 
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devant adnieLtre les solutions parliculiei'es -r et o , on am a d’aboicl 


D ^ E = o 

SI Von exprime ensuite qii’elle adniet egalement les deux so- 
lutions 

i) = z, 6 = 

on obtiendra les deiiv lelalions 


OLi /?, cj, 7’j s, t designent les derivees de et qui determinent les 
lappoits de A, B, C L’equation chercliee est done 


d- 0 d- 0 

_-| M I -h ^^2) „ __ _ = 0, 


el [’equation diflerenlielle de ses caract^ristiques fourmtVdqualion 
bien connue des lignes de courbuie 


109 La tli^oue des lignes asymptotiques d’une surface se rat- 
tache par les hens les plus elicits a celle des syst^mes conjugues 
Si Von groiipe ces lignes en deux families distinctes, comme on le 
fait pour les lignes de couibnre, on pent dire que cbacune des 
deux families ainsi obtennes est con]ugLiee a elle-m^me Par con- 
sequent les lignes asymptotiques se conservent loisqu’on soumet la 
siirlace, soitaune transformation homographiquej soil aune trans- 
formation par polaires recipioqucs Le calcul suivant met d’ailleurb 
CCS resiiltals en Evidence 

Conseivons toutes les notations du 96 Soient loujours 
p les coordonn(^es dii plan tangent, a;, j , t celles du point 
de contact On auia, nous Vavons vu, les ^galites 

/ UX -H -f- WZ pt =0, 

^ uclx V dy w dz p dt — o, 

( X du -h ^ d%'> -!- z div H- t dp = o 
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qiiL se rapportent a un cleplacenient qnelconque effectiie sur la 
surface 

Chei chons I’equalion dilFerentielle des lignes as^mpLotiques 
II faudra eciire que le plan osculateur de ces lignes coincide avec 
le plan tangent, c’est-a-diie que le point donl les coordonnees 
sont 

sc -f- dx -v 2 -37, y 3 

se troLive dans le plan tangent. On est ainsi conduit, en tenant 
coinpte des egalites precedcntes, a Tequation 

( 23 j u d- r -T- p d~} Kv d-z -V- p d-t — o 

Les idcntites que I’on obtient en diflerentiant Ics deu\ derniei cs 
equations (22) nous peiinettent de reinplacei [’equation piccedentc 
par line des deux: suivantes 

I dll dx dK> dy -+- d\v dz ~t- dp dt = o, 

(a I ) j 

( X d-iL y d-^ ^ x; d- w -r- i d^p = o, 
qiu liu soiiL equivalentes 

La picmiere de ces deux formules donne immediatemcnt I’c- 
quation diffcientielle des lignes asymptotiques qiiand la siiifcice 
est delinie par son equation, soiL en coordonnees ponctuelles, soiL 
en coordonnees Langentielles , inais les foimules precedenles (2 3 ) 
et (24) permettent aussi d’(§ciire cette equation difrchentielle si 
I’on suppose que les cooidonnees soient expriin(§es en fonction de 
deux variables cy et [3 Par exemple, si I’on elimine ip, p cnUe 
la premiere equation (22), les deux equations (i 3 ) du n^ 96 el Le- 
qiiation ( 23 ), on sera conduit a la lelalion 



da. 

dz 

d'-v 


0 i 

Ofi 

y 

Oa 

dy 

cPy 

- 

r)z 

O'-X 

dz 

rjp 

d-z 

t 

dt 

Ox 

dt 

4 

d - 1 


qiu constitue I’equation differentielle chercliee Si I’on developpi 
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eLsil’oa ordonne par lapport a rfa, on trouveia 



X 

f)x 

dx 

r 


da 


da^ 


y 

'III 

dy 

d-j 


Oa 

5p 




Oz 

dz 

d-'-z 



Oj 

dp 

da.- 


t 

dt 

dt 

d^-t 

1 

j 

Tj 

4 

da- 


dv 

dr 

d^-v ' 

dc 

dr 

d-'-'O 

da 


da 

ji — 

da 


dp^ 


dy 

d^-^ 

1 — 

dv 

d^K 

da. 

dz 

dp 

dz 

da 

d^-z 

dj \ 

" dj 

dz 

dp 

dz 

dp^ 

d'-z 

da 

d-p 





.p^ 

dt 

dt 

d’^l 


dt 

dl 

d'-t 

da 

d^ 

da d\j 


1 ^ 




L’equaLioa en coordonnees LangenUclles est Louie seinblable el 
b’obticndi'a cn reniplacaiit dans la precedenLe j j t pai 

ih P , , 1 

Nous pourrions deduire de I’equalion precedenLe la proposition 
clejci demontiee (n“ 98) iclalivenient aux: sysLemcs conjugiies, cai 
la condition necessairc et suffisaiite pour qiie les deiiv lamilles de 
combes (a), ((3) soienL conjuguees, c’est-a-diie pour que les 
tangentes aux. courbes coordonnces qui passenL en cliaque point 
de la surface divisenl liarnioniquemLcnt 1 angle foune en cc poinl 
paries tangentes asympLoLiques, est evidemmcnt que le coefficienl 
de da soit nul dans I’cquaLion dilTerentielle ( 20 ) Nous le- 
tioiivons ainsi la condition deja donnee (n'^ 9/} 

110 Rdcipioquemenl, Louies les fois que Ton connaitra snr une 
surface un sysL^me conjugne, on pouira eciire 1 equation dcs 
bgnes asymptotiqnes sous une forme qui nc conliendra plus le 
rectangle da d^ 

Ici se presente une noiivelle occasion d’appliquei la pioposition 
de M. Koenigs, car si Ton suppose que la dioite D qui figure dans 
I’eaonce de cetLe proposition s’eloigne a rinfini parallMement a 
un plan fi\e, on reconnaitra que les sections planes, paialleles a 
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oe plan ri\e, onL pour conjuguees les courbes de contact cles 
cjlindres circonscnts a la surface dont les generatrices recLihgnes 
sont pai alleles aii\ diverses dioites de ce plan Si Ton i^apporteles 
points de la suiface a ce systenie conjugue, Inequation des lignes 
asymptotiques ne devra contenir que les caries dcs diffeientielles. 

Pienons en effet un systeme de coordonnees cartesiennes j'y z 
el soient /?, q les derivees de z considdree comme fonction de.r et 
de y En supposant que le plan fixe ait cLe chojsi pour plan des 
1 ^, les variables qii’il faudra adopter seront les siuvantes : 


{26 ) 


X — a, q ~ ^ 


De I’eqiiation 
on dedait 


dz z= p dx q dy^ 


d{z — qy) = p dx —y dq ^ p d'l — y dfj 


Par consequent, si Ton pose 


( 27 ) 




et SI Ton exprnne d en fonction de 7 et de (3, requation pre- 
cedente nous donneia evidemment 


dz' dz' 

dx’ ~ d'f’ 

oil encore 

(28) p ~ p\ y == - q\ 

// et y' designant les derivees de z' par rappoit a a et a (5 
L’eq nation difFeientielle des lignes asymptotiques 

dp dv dq dy = 0 

deviendra done, avec les variables a et p, 

(29} dp' doL — dq’ d^ = 0 , 

et, SI Ton remplace q' par leiirs expressions / ' -f- 

d dcL -[- i! d^^ en fonction des derivees secondes i \ t! de 5 ', elle 
prendra la forme 


(3o) 


d dry- — t' 
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quij cominc nous I’avions prcvu, ne contieiU plus le Leime 
cn da. rf[j 


111 La foime si simple dc cette equauoii peimet d’obtenu un 
grand nombrc de surfaces donL on pouria deteiminer en Icimes 
(inis les lignes asympLoLiques. 

Ell eflcL, considerons a la fois une equaLioii diffeienLiclle 


I3i) 





eL requation aux. derivees parlielles 
( 32 ) 

Si Ton sail Lrouvcr ime foacLion z' satisfaisant a cette derniere 
equation, on cn deduira une surface en remonlant k z par 

Ics foimules 


Oi les lignes asymptotiqucs de cette surface seiaient detci minces 
par TcquaLion 

i' da- — l' — o, 

1 ^ 

el, on rcmplaeant p- par sa valeur dcdinte dc Tequation (32), on 

retiouvera I’equation (3i) ToliLcs les fois que Ton saura integrei 
ceLLc equation diffcrenUelle en m^inc temps que I’equation auv 
dcnvees pai tidies (3?), on aura done des surfaces dont on 
connaitra les ligncs asymptoLiques 

Supposons, pai cxcmple, que I’on prenne pour la fonction o 
unc conslantc A- Les equations finics des deux systemes de Iignes 
asymptotiqucs seiont 

|3 H- Ay = const , p — /l a = const 

L’cquation (82 ) aura pour inti^grale g^neiale 

Aa)-e.Fi( P -Aa), 

et les coordonnees z d’un point de la surface seiont donnees 
en fonction de a et de p par les forniules 


7=-F'(p-+-Aa)--F;^P-Ay), 

F-pF^-Fi-pF'i 



V 
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112 Voici eiicoie line aiiLre application de la foiniiile (aS) 
Consideions les surfaces pour lesquelles les cooidonnees caiLe- 
siennes .r, y, <3 sont definies en lonction de deux variables p, p, 
pai les expiessions suivantes 

f r =: A C p — « ( Pi — a )«, 

(33^ ] J = 1 : B I p — 6 )"M pi— h )«, 

( — C ( p ~ c pi — c )« 

Je dis d’abord que les conrbes (p), (pi) liaceiit snr ces suifaces 
iinsvsLeme conjngiie. On verifie en effet quo les Liois coordonnecs 
salisfonL a TequaLion 

d(\ cyB 

(34; = 

II suit de Ici que, si Ton clierclie I’eqiiaLion des hgnes asymplo- 
Uquesen appliquant la foimiile (aS), celte equation ne contiendia 
p.is dc teime en dp En faisant le calcul, on obtient en elTel 
Pequation clilTercntielle 

^ 7)1 ( ?n — dp>- _ 7i( 71 — t) d-j} 

( a — py Z? — py c — p) “ ( dt — pi;( ^ — pi;( c — pi) ’ 

qiii s’lntegre dans Lous les cas par des quadratures, mais dont I’ln- 
legrale est algebiique toiUes les fois que le quotient 
le carre d’un noaibie commensurable. 

Dans le cas particulier ou m est egal k n, on pent eliimner 
p, p, et trouvci b equation de la surface, qui est 


{b — j {a — b)— ( a — b)( b — c){ a — c) 


On recoiiiiait les suifaces tclraedrales, dont Lame a commence 
Felude dans son Exameii des diffei antes inethodcs employees 
poiu lesoudie les pi ohlemes de Geometi le^ publie en 1818, cl 
qui, depujs, out et6 Tobjet des tiavaux de nombreux geomelies, 
paimi lesquels il fauL ciLei plus particuheremeiiL M de la Goiir- 
neiie L’equalioii (35) se r^duit alois a celle qui a eLe ml^gree par 
Eiilei et qui doiine I’addiLion des fonclions elliptiques Paimi les 
formes si nombieuses que Ton peut doiiiier a son integrale, nous 
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clioisirons la siuvanle 


Y { cf — b){a ~ c 


V 




I p — p i — b) 
a )\h — c ) 




— c)(pi — ■ f ) 

( c — a)i c — h) 


0 , 


oil (/, (i, Y clesigneat tiois conslanles arburancs dont la somme est 
imlle. 

lin changeaiit legereineiit les notations, cela donne le rcsultat 
sLuvanl 


Les lignes asvmptotiques de lasiuface teU aedi ale 




sont dctei minees par ^equation 

r - - 

oil c/j [3, Y sont tjois constanLes arbiu an es dont la somme est 
nitlle Lews pi ojections siu un des plans coordonnes. le plan 
des yz pai exemple, out poin equation f ‘ ) 




113 Les formules (33) ddterniinent un grand nombre de sur- 
faces dilfeienLes, elles conviennent en pailiculiei k la surface de 
Sterner pour in = /i = 2 , a la surface des centres de courbure de 
Feilipsoide pour 7n =4? = 4? Nous remarqueions qu’elles 

conservenL la meme forme; lorsqu’on siiLstilue les coordonnces 
Lang enti elles aux coordonnees ponctuelles Soil, en elTet, 

tpZ — 1= o 


(■i) Les lignes asYmptoUc|ues des suifaccs tetiaedrales ont ete detcrmineci> cn 
premier Iiea par M Lie [voir I’aiticle Ucbei did Reciprocitats-Vcrhaltmsse des 
Reye^scheii Complexes [Gottingen ]\achi ichten, pp 5366,1870)] La mLllwJe 
indiqude ici a d6velopp6e pai rauteur dans le Bulletin des Sciences mathe 
matiques, I I, 1"® seiic, p 355 , 1870 
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PequaLion du plan tangent, (V seront determines par les Irois 
equations 

U / — P/ ^ = I , 


qui donnent 


() / () K 

a p — 

i) D dp 


-I- CP 


Oz 

d~p 


= O, 






~ 0, 


t Q — ^ Pi — a 

A( a — b )( Cl — c ) 

( p ~ b Pi — Z> 

\i{ b — a){b — t ) 

( p — c "'''(pi — c 
0(^6 — a)(c — b ) 


Sj, en particuliei, on a 


n " T, 


on obtient des snifaccs qiu coincident avec leiir polaiie recipioque 
par rappoit a la surface du second degre 


72 ^^2 ^2 

A- {a — b ){ a — c ) ~^ B'(6 — ^^}{b — c) G-^^c — a} \ c — b ) 

Dans ce cas encore, I’equation diflerentielle des lignes asjm2:)to- 
tiqiies se rediiira a celle d’Euler ( ' ) 


114 En termiiiant ce sujeL, nous indiqucrons, entre la theoiie 
des lignes asymptotiqiies et celle des equations lineaiies a ax dc- 
rivees partielles, des rappioclienients analogues a ceux qiu font 
Tobjet des n®"* 84 et 107 Une famille de lignes asymptotiquc'^ 
poiuant etre consideiee comme un sjsleine qui est a lui-meme son 
piopre conjugLie, le theoieme du n° 107 nous donne immediate- 
men t le suivant 

Sl les coor donnees r, /, t oa Uj p, fv, p, considei ees comme 
des fonctions de a et de |j, satisforit d une equation lineau e de 
la foime (16) poai laquelle les cai actei istiques sont conjon- 


(‘) On pourra consultci une A^ote sw les lignes asymptotiques de la siu face 
des' ondes {Comptes renditSj t \CVII, p loSg, iSS3) ou I’on troiiveia iinc 
generalisation cle la muiliode qm est employee dans les deinieis numeios do cc 
Ciiapitrp 
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dues, les ecu ac tens Uques de cette ecjuation ti acent sur la sur-^ 
face line des deux families de lignes asymptoticjues En pai ti- 
cidier^ SI elles satisfont d une ecjuation de la forme 


( 36 ) 


dp 



-h FO = o, 


les lignes a = const sont asymptotirjiies 


Celle del mere parde de la proposition se verifie immediatemcnt, 
c\ FinspecLion de Tequation (^^5), dans laquelle le coefficient de 
dp devient nul, en vertii de lliypothese 

Toutes les fois qne Ton aura une Equation Imeaire de la 
forme (36) et qiie I’on en connaitra qualre solutions lineairement 
ind^pendautes, le tlicoieme precedent permettra d’obtemr une 
surface sur laquelle on connaiUa une des deux families de lignes 
asymptotiques 


► 


D. - 1 


ro 


1 ^ 
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CHAPITRE III. 

DES SYSTEMES ORTHOGONAUX ET ISOTHERMES 

Division de la surface en carrts infmiment peliLs — Systcmes isoLlicinics et cooi- 
donnees symeLriquCb — CaiLes geographiqiies — Resolution du piolilLine pour 
les surfaces de revolution et les suifaces du second degre — Systcruob usotlicimis 
dans le plan 


JIS Apies avoir donne les propri^Les Ics plus simplcs des 
sjstemes conjngues, nous aliens considcrcr les sysLcmos orllio- 
gonaux et pai ticulieiement les systdunes a la fois orthogonaux (M 
isotliermes Nous recherclions d’aboid Lous les sysltlimcs de eooi- 
donnees orthogonales permeltant de diviscr la surface cn cam's 
mfiniment petits. 

Soit 

ds" = du- H- G2 di^- 

Texpression de Telement lineaire, A et C seront dcs foncuons 
donnees de u et de 

A =/(u, p), C = p) 

Considerons (jdo, 6) quatie lignes coordonadcs dc chaque 
famille (A), (A,), (B), (B,), correspondantes aux valctiis 

^ 0 } iio + duf), u, u du 

tie u, et (C), (C,), (D), (D,), corres 2 Dondantes aux valcuis 

i^Oj pj P -f- d/p 

de p Elies determinent evidemment quatre rectangles lufiniment 
peuts (i), (i), (3), (4) Cherchons s’ll est [possible tie disposer dc 
dii^ dv, du^, dva, de telle maniere que ces leclanglcs soieut Lous 
des carres. La consideration de chacuu d’eux nous donncia Jes 
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relations 

tO d\> = /(iio, dui,, 

^{iL, t^o) <rA’o ■= /(?^5 c’o) 

/(f/, (0 d:/ii = cs («, v) cUi 

Ces eqnationSj au nombie dc qiiatrc, nc conLieDiient que Lrois 
inconnues, les rapports dc clu^ L'climination de ces 

rapports condmra a une condition, que Ton obtient d’aillenrs 
umnediatemcnt en inultiphaut membre a membie Loiitcs les c([ua- 
lions On trouve amsi 


Fig 6 



Donnons dans cette relation a Uq et a Pq des valeurs numeriques 
qiielconques. Elle prend la forme 

/(u, P) ^ 6(zO ^ 
cp(w, P) Oi(t^)’ 

et, par consequent, on devra avoir 

f A =/(«, P) = X 0 (zO, 

C = cp(it, p; = X 0i(p), 

\ designant une fonctioii quelconque de u et de o. 

Si Ton substitue ces valeurs de A etde C dans F element lin^aire, 
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on obtienl la nouvelle expression 

ds- =. [ 0“ ( ) du- H- 0 J ( p ) dif-] 

Oil, plus simplemenL, 

(i) ds-=i\-{diLl-\- d^>\)y 

cn posant 

lly = f ^{IL) dltj Pi == J^i(v)dv 

RecipioqucinenL, Louies les fois que I’^l^ment lin6aiie pourra 
elie ramene a la forme precedenle, la surface, nous le savons 
(ii° 65), sera divisible cn caires infinimenl pelils par les ligncii 
coordonnees 

116 Nous avons dejarencontr6 plusieurs surfaces sur lesqiielles 
i] existe des sysLemes oriliogonaux et isothermes, nous aliens 
mainlenant demontrer que P element Im^aire d’une surface 
quclconque peuL, d’une infiniL^ de manieres, etre ramene a la 
forme (i). Pour comprendre la radtliode suivante, il suffit de 
remarquer que, si Ton subsliLue a u^f les variables complexes 

a=Wj:-+-7Pi, P — Wi— IPi, 

la formule (i) se prdscnLe sous la forme 

(a) ds- :=^ da d^ 

Cela pose, considdrons une surface quelconque dont I’element 
lin^airc soil donne sous la forme la plus gendrale 

ds- = E du '^ ■+• aF du c/p -h G dp- 

Posons, pour abr^ger, 

112= eg — F2, 

et excliions le cas, qiii d’ailleurs ne pent se presenter pour des 
surfaces rcelles, ou EG — F- serait nul et ou F^ldment lineaire 
seraiL un carr^ paifait (') On pourra decomposer Teli^ment li- 


(^) LYUment Im^aire n'est un carre parfait que dans le cas oii la surface esL 
une ddveloppable circonscrite au cercle imaginaire de rmfini. En effet, supposons 
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neaire en deux facteurs el eenre 

dll (^/E du + dv'^ 

Si nous egalons a zeio successlvenient ies deux facteurs, nous 
aurons deux equations differentielles Soient 

<p(z£, (0 = a, p) = p 

les mtegrales de ces equations , elles definiront deux families de 
ligncs imaginaires tracees sur la surface et dontTaic seia egal a 
zero On aura, comme on salt, 

da. = fJL ^\/E du -1- dv ^ , 

d^ = V f v/K du H- ^ 2.^ dv 

\ sjM 



qiic i’on ail 

ds"^ ~ ( m du -H n dv' ) 

Soil f le fdcLcui qui lend 

nidu ndv 

Ti 

line di(r{!^rcnLiellc exacte 
On pouria posci 

(i) = /i" , 

h sera ime fonction de p et d'une scconde cooidonnile curviligne a peimettant de 
(h flail, a^cc p les difft^icnts points de la suilace Les cooidonnces rectangulaiies 
^5 jK? - d’lin point quelconque de la surface deviont satisfaiie aux deux equations 


(3) 



En difftentiant la premi^ie par rappoit a et i p, on obtient 

f dx d^x dy d'^y ^ ^ 

\ cb ^ da da-* ^ da da^ 

/ 3 < 

^ ) da? d^x ^ d^y ^ d-J _ 

( ^ dadp da dadp da da dp 


Si l^on diff^renlie la seconde des formules (2) par rapport k a, on aura, en tenant 
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[j. el V eianL des facLexirs convenablemenL choisis, c/, p soni evi- 
demmenL Jes fonctions de u cLde 9 independantes Fiine de I’autre, 
cai lein dcLei niuiant foncLionnel 

— 1 [jv tH 

csL difTt^rent de zero Si on les prend comme nouvelles variables, 
la iniilLiplication des deux formules precedentes nous donnera, 
])Our I’elemcnL lineairo de la sui’face, I’expression 

ds- — ~ d% d% 

[J.V 

on, on cbangeanL les nolaiions, 

( \ ) db- ~')-d'x 


< <)nii)Le de In secondc ccjuaLioii ( 3 ), 

^ ' dx O^x 

^ ^ dp da- dp da^ * dp dp^ 


0 


La compniniiaon des CL[uaLionb piccedcnLes nous monLre que i’on auia deu\ solii- 
lif)n'5 difTeienLes des oquaLions lioinogencs eii u, v, (v 



dx 

dr dz 



dj 7 

+ V- ^ fV — 

da da 

d> Oz 

= 0, 


“dp- 


= 0, 

^1 I’oii piend, soit 


dr 

dv 

dz 


It — —■> 
Ov 

i' = -p? 

da 

fV= pj 
da 

“sOlL 


r?x 

d^r 

0 = 


ILZ=1 — ■> 

da-* 

da^ ’ 

= d? 

On dull done avoir 


d X y d-* 

dst-* __ da^ _ da“ 

Ox “ ^ dz ’ 

da da da 


il on 1 on dediuL, en integrant, 


dx dr 

_ da _ da 

^ TTp) “ A(F) “ / (P) 

Si I’on designe pai ^ la valciu comnuine de ces lappoils, on ama 
/ 37 = / (P)a' H- cp(p), 

I y 


Lcu\ori5 que ccs valeuis cle x, y, Jz satisfont auv equations (2), nous Liuu- 
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Nous aurous souveiU a employer le systeme des variables a, ji 
qiii ont legii le nom de coot donnees symetj iques Dans le cas 
d’un element lin<^aire reel, on pent ^videminent siipposer que les 
\ariables (y et |3 soient imagmaires conjugnees, amsi que les 
facteurs p. et v. Supposons, pai exemple, que Ton ait obtenu des 
fonctions a et p. V(^rifiant la premiere equation (3), si Ton change 
i en — on voit que les imaginaiies conjuguees de a et de p- 
donnent line solution de la seconde equation. 

117 Supposons que l’6lement kn^aire ait ele mis de deux ma- 
meres diffeienteh sous la forme (4) et que I’on ait a la fois 

( 5 ) = V- dj do! d^’ 

Nous aliens montrer que cette equation ne pent avoir lieu que 
SI a\ (3' dependent respectiveinent d’une scule des variables a, j3. 

En elFet, si Ton suppose a', [3' evprim^s en fonction des variables 


verons 

I /^(P)+/i-(P)+/f(P)=o, 

bi I’oa ajoute les equations (6), apres les avoii multipluSe-. pai /(p), /, (P), 
/,(p) respectivement, on aura 

(8) /(P)^H-/.(P)rH-/,(P)^=/<p + /,?. 

Si on les muUiplie pai /', /{, f’j., on tiouveia do m6ine, en les ajoutant, 

«/'(?) H- yfi ( P ) H- ^ /s' ( P ) = ?/' + !>,/;+ <p,/a' , 
ou, en tenant comple de la seconde Equation (7), 

(9) »/'(P)+r/i'CP) + -/2(P)= ^(¥/+9, /, + '?,/.) 

L'equatiori (9) s’obtient en pienant la denvee de Tequation (8) pai lapport a p 
La suifacc est done I’enveloppe du plan defini pai TequaLion (8) Or, d’apies U 
premiere des foi mules (7), ce plan esL tangent au ceicle de rinfini 
Les seules saifaccs poui lesquelles Telement lineane sou un caire paifait sonl 
done les developpables cuconsciUes aii ceicle de rinfini Les aidtes de rebrousse- 
ment de ces developpables sont des courbes dont Loutea les tangenies lenconlieat 
le ceicle I’lnfini et qui saLisfont Tequation 

dx'' -h dy^ -h dz'' = 0 
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inddpendantes ly, et si Ton remplace les diff^ren tie lies cW ^ cV(J 
par leiirs valeurs 


dd dd f)|3' c/p' „ 
da dji dfl 


Tidentite (5) nous donnera les trois equations 

^ ^ ^ ()p' _ 2^ 

da da ~~ d^ 0^ da. <9p da V- 


La premiere ne peuL avon lieu que si a' ou p' dependent de la 
seule variable et, en tenant compte de la seconde, on a les deu\ 
solutions 

a' = .f(a), = 

OU 

a'=<f(P), |3' = #,(a) 

Nous obtenons done le theoreme suivant : 


LorsqiCon aura mis V element lineau e sous la forme 

ch- = da cZp, 

on ne pour i a conseroer cette forme de VH&ment lineane que 
si Von substitue aux vai tables a, [3 les vai tables p' detet- 
minees par Van ou Vautie des systemes 

i- . a' = ^(a) 8'=S?i(P) 

2“ a' = ^(P) P'=5^i(a) 


118. Des coordonn^es symetriques on passe imni^diatement 
aux systemes isotliermes. Reprenons, en efTet, la formule (4) el 
rempla^ons a, p par les expressions suivantcs 

a = w -I- n;, p = , 

elle donnera 

( 6 ) 

C’est la forme de r6l(5ment Imeaire qui caract^rise les systemes 
isothermes En appliquant a ces systemes les propositions d(^jd 
d^montrees pour les coordonn^es symetriques, on pent enoncer 
les tlieoremes suivants . 

1 ° Siu toute surface il existe une infinite de systemes ortho- 
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gonaux et isolheimes. On les obtient par Vintegiation com- 
plete cle I’equalion 

ds- = o 

Loisqu'oji a obleiiii lui sj steme isothome {ii, (’), on passe 
a tout aiUie s} steme isoiherme par Uemploi de dun ou 

Vautrc des sysiemes de Jormules 


(7) 

\ a' id = / ( Zi H- 



i u' — IV' =zj^{u — 

IV), 

(8) 

( u' -1- w' = f(u-- 

iv), 

j v! - w’ 

iv). 


et par consequent la connaissance d^un seal syst^nie orthogonal 
et isoiherme trace sur la surface enii atne celle de tons les 
autt es systemes semhlahles traces sur la meme siu face 

H9 La lli^one des coordonnees symetnques et des s^’^stemes 
isothermes, qu’on peuL faire remonter an premier Memoire (’ ) de 
Gauss, public cn iSaS, doit son ongme a I’^tude d’une belle 
question de G^oraelrie piaLique, celle dii trac4 geograpliique d’une 
surface sur une autre, el plus particuli^reinent sur le plan La 
lli^orie des cartes g6ograpliiques avail ^le I’objet d’lmportants 
travaux de Lambeil, d’Eiiler, de Lagrange. Comme il est impos- 
sible (n® 72) dc repr(§senler une portion de la sphere, ou de 
Louie aulre surface non ddveloppable, sur le plan, de maniere 
cl conseiver les longueurs des aics, on s’elait suitoiit attache 
aux modes de representation qui conservent les angles, tels 
que la piojeclion sl^reograpliique, la projection de Mercator 
Ces modes de representation ont la propnete fondamentale d’e- 
lablir la similitude des eidments inQniment petits qui se corres- 
pondent sur les deux surfaces Si Ton consideie en elTet deux 
triangles correspondanls infiniment petits, on pouira les assimiler 


(^) G\uss, Allgemeine Aujlosung dei Aufgahe die Theile einer gegebenen 
Flciche auf einei andein gegebenen Flache so abzuhilden dciss die Abbildung 
dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ahnhch wird i^OEuvies completeSj 
t IV, p 193 ) 
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a deux Lriangles recubgnes et, comme ils seront equiangles, leurs 
coles homologues seront proportionnels Reciproquement, si deux 
surfaces se correspondent point par point, de telle maniere qi-ie 
leurs elements lineaires soient lies par la relation 

ds- = 

et SI Ton considere sur une d’elles une legion assez petite pour 
que Ton puisse y faire abstxacLion de la variation de X, les lignes 
correspondantes trac^es sur les deux surfaces seront dans un 
rapport constant, par consequent deux tiiangles corresponclanls 
in/imment petits seront semblables, et les angles se conserveront 
quand on passera d’une surface a Tautre 

On pent etablii cette proposition d’une maniere plus rigoiiieiise 
en chei chant Tangle de deux coiirbes tracees sur une surface quel- 
conqiie Siipposons que Ton se deplace a partu d’lm point de la 
surface dans deux directions differentes et dcsignons par les carac- 
teristiqiies d, o les differentielles relatives a ces deux deplace- 
menls SoiL 

ds- — E 2F du f/p -t- G 
J’expression de T^Iement lindaire. Les formules 

, dr j dx ^ ^ dt rs dx ^ 

dx = du-\~ -r— d^ 057 = -Y" ° J 

Oil Oo all 


nous donneronl 

(9) dx or -4- dy o] -t- dz oij = E dii oit -h op H- ou) ~-r- da op 

et, par consequent, Tangle V des deux directions sera determine 
par la foimule 

E dll aiL -+■ F(^Zz£ op -r- d^ ou) G da op 

f 1 0 ') cos V * 

/E du~‘-h 2F du da G da- sj E oit^ + aF oii op G op^ 

On voiL qu’il depend seulement des rapports de E, F, G et 
demeiiie le ineme quand Telement linc^aire tout entier est mul- 
tiplie par nne fonction quelconque de et de a 

120 Goaime Telement lineaire du plan est r^ductible a la forme 
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le probleme du trace geographiqae d’ane surface quelconque sur 
le plan pent etre formule comme il suit . 

Mettre V eleinent luieaire de la siu Jcice sous la forme 

d est-d-dire detei miner sur la sui face an sj steme oj thogonal cl 
ISO the/ me» 


El ilresulte des developpenients precedents que, lorsqu’on con- 
naitra nne solution de ce probleme, on pouira obtemr toutes les 
auLres sans aiicune integration 

Nous avons vu que, sur toute surface de revolution, les me- 
iidiens et les paralleles forment nn systeme isotheime On saiua 
done resoudie le piobleme pom toutes les surfaces de revolution, 
Gonsideions, par e\einple, la sphere pour laquelle on a 


( I I ) ds-= du- -4- sin^ u dv- = sin- u ( h dv - ) 

Posons 

/ du , , z/ , 

= kx = lo» tang - 3 r — /i> , 

sinzt ° 


IVlement lineaiie deviendra 


( I'i) 


did- — 


(in- 


( dx^- -h dy^-) 


Si Ton fait correspondre au point (zz, 0) de la sphere le point 
du plan dont les coordonnees rectangulaires sont y^ on ob- 
tiendra iin mode de trace dans lequel les meiidiens faisant des 
angles egFuix seront representes par des droites paralleles equidi- 
siantes, etles parall^espar des droites perpendiculaires aux pre- 
c^dentes C’est la projection de Mercator Elle offre Tavanlage, 
autrefois tres appr^cie pour les cartes marines, de faire coiics- 
pondre aux loxodiomies (courbes qui coiipent tons les nuuidien^ 
sous un angle constant) des droites de la carte 
Si, au contraire, on posait 


dll 

sin u ~ p ^ 


(j = to, p ^ k tang 
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Pel^ment Imeaire deviendiait 


( p2 + yt2 )2 ( ) 

Ea faisant correspondre an point {u, v) le point du jdan dont 
les coordoniiees jDolaires sont p et w, on aura nn trac6 geographique 
dans leqiiel, aux meridiens correspondront des dioiLes concoii- 
rantes, et aux paralleles les cercles concentnques dii plan conpanL 
toiUes ces dioites a angle droit. C’estle trace qiie Ton oLtiendrait 
en faisant la projection stereograpliiqiie de la sphere d’un point do 
vue place au p61e. 


121, Considerons mam tenant ime surface du second dcgri^ rc- 
presentee par I’equation 



On pent la regarder comme une surface tetra^drale (n'^ 112) cl 
prendre, pour les coordonnees x, v, z d’un quelconque do scs 
points, les expressions suivanles 

Wa — PK«— ^ 

(a — b){a — c) ’ 

’Hb-pKh-JT) 

{,b — a){b~cf’ 

c(e — p)(c-pi) 

{c — a){c — b) 

Nous savons deja que les courbes (p), (p,) fomient un .yslhmc 
conjugue Ce systeme est aussi orthogonal, car les formules pre- 
cedentes permettent de verifier I’^quation 

Op dpi dp dp, dp dp, “ ° 

Le systeme (p, p,), ^tant a la fois orthogonal et coniugud, est 
done forme des lignes de courbure de la surface Les formules (li) 
nous permettent aussi de calculer I’dldmentlmdaire donton obtient 
1 expression suivante 



(i5) * 2 = Pz:., Pi r p<^?- 

4 L(a-p)(6-p)(c-p) 


Pi dp} 

(* — pi)(6 — p,)(c — p,) 
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Posons 

v/(a — P )( 6 — P)(c — P ) v/C^ — Pi )C^ — pi)(c — pi) 

et la foimule (j 5) deviendra 
(t6; 

On a done un systeme orthogonal et isotherme, son einploi 
peimetLra de faire la carte de toiite legion trac^e sui la surface dii 
second degi^ (‘) 

II rcsulte dll calcul pr(^c(^dent que Ics surfaces da second degre 
sonl divisiblcs en carres mfiniment pctits par leurs lignes de cour- 
biue Cette propnete appartient aiissj, nous I’avons d^ja vu, aux 
surfaces de involution 

Remarquons encore une proprinte essentielle de Felement li- 
neaire dcs suzfaces du second degre Dans la formule (i6), p est 
une fouction de a, p< est une fonction de p L’ element Imnaire 
appartient done an type suivant 

( 17 ) 

qui se pr^sentera, sous sa forme la plus g^nerale, dans la theorie 
des lignes gnodnsiques. 

122. La tlicorie des surfaces liomofocales du second degre con- 
duit a un moyen plus Elegant que le pincedent d’elTectuer le trace 
gnographique dhinc surface du second degre 
Soit 

+ = 0 (a>^>o>o) 

Pequation d’un systeme de surfaces homofocales 11 passera trois 
surfaces du systeme par un point quelconque de I’espace, Tune 
sera un ellipsoide correspondant a une valeur p, de infeneure 
a c, I’autre un hyperboloide a une nappe correspondant a une va- 


(!) On pouiia lire, au sujet de cette representation, le Mdmoire de Jacobi, 
Ueber die Abbildung eines ungleichaxigen Ellipsoids auf einer Ehene^ bei 
welchei dieUemsieiiTheileahnlichhleihen{Jomnalde Cielle.i LIX,p 7^1861) 
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Icur p, dc X comprise cnlrc b et c, eL la troisieme iin hyperholoide 
i\ deux: nappes coricspondanl a une valcur p de \ comprise entre 
ii cL b Par cons^qiicnL, p, p,, p^ consliliieat im sysLemc de coor- 
donn6es ciirvdigncs, les coordoaiiees ellipiiques dc Lam6, propre 
a Jermu loiiL poinl dc I’espacc On sail qiic cc syst(!jme esL orlho- 
gonal , I’cxprchbion dc rclcmenl Im^airc cslla suivanlc 




— P[)(P'-P2} , 2 

y(p) ^ 

_^I^^PI~-P)(P1~P^) ^^^2^(P2*-P)(P2“P_1) 


Oil I’on a pose, pour abrdger, 


/(P)= (« — p)(^“-p)lC'-p) 


lin y laisanL p2= o, on rcLrouvcraiL la formulc (i5) 

Lc plan 0 = 0 corrcspondraiL a Thypolli^isc p2= c. 

D’apres ccla, cousidcrons Pun quclconqiic dcs cllipsoidcs du 
^yslcinc oi'Lliogonal cL faisons corrcspoudic a iin poinl ([iidconqiic 
(p, pi) dc ccL cllipsoidc lc point du plan dcs xy qiu a pour coor- 
donnccs cllipLiqucb p', p', Ics qiianUL^s dolinies par Ics dcuv equa- 
tions sinvanU‘s 



b) 



/p — P2 dp 

9){b — p){t — p) 




P'l) 



v/pi— P2<:^P 

— pi)(^- piXpi — c; 


11 resultc dc la formulc (iS) qiic les (Sldments lin6aircb des deux 
surfaces sonl pi'oportionnels , cls^ diJ d<5signanl Ics arcs correspon- 
dants siir Tellipsoidc cl sur lc plan, on aura 

d^ ^ p — Pi ^ 

d^i P'— p'l’ 

La correspondance dlablic donne done im nouveau tracd gdogra- 
plnquc dc Tcllipsoidc sur lc plan, trace que Von pent caractciiser 
cn remarquant que, si Fcllipsoide s’aplatit en demeurant constam- 
mcnthomofocal ^iliu-mdmc, la i(5gion repr(isenL6e vient, a Jalmute, 
bC confondie avec la carte clle-mc^me. 
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123 Revenons aux proprietes geiK^rales des systemes iso- 
thcimes Si i’onconnait sur une surface qiielconque iin seul de ces 
systemes j on pourra tracer sur cette surface non seulement les 
auLres sysL^imes isothermes, mais encore une infinite de systemes 
orthogonaux En eflel, la connaissance d\in seul sysleme iso- 
tlierme permet de faire la carte de la surface sur le plan avec con- 
servation des angles et similitude des elements infiniment petits 
Par const^quent, a tout systeme orlliogonal trace dans le plan, cor- 
respondia sur la surface un sysL^me orthogonal Si, de plus, ce sjys- 
L^ine esL isolhcrme et divise le plan en carres infiniment petits, 
celLe propnete appartiendra au systeme correspondant de la sur- 
face qiu seia, par consequent, isotherme. 

II resuUe dc la que nous pouvons nous borner a etudier sur une 
surface plane les questions relatives a la substitution d’un sj^steme 
isotherme a un autre D^signons par X, Y les coordonn^es rectan- 
gulaircs d’un point du plan et posons 

Z = X-HtY, Z'==X-iY. 

T.’elemcnt Imeaiie du plan aura pour expression 

(19) dS 2 =dZdZ', 

cL, SI I’on designe de nieme par i;, z' les variables complexes 

les for mules qui permettent de passer au systeme isotherme le plus 
general seront 

( 20 ) = J Z’=.f^_{z')j 

OLl 

(21) Z = /(.;'), Z' = /,(^), 

SI Ton veut que les nouvelles variables x^y soient reelles en meme 
temps que les anciennes, il faiidra evidemment que les fonctions 
/, /^ soient, dans les deux cas, imagmaires conjiiguees. Pour 
etudier geomf^tnquement les formiiles pi(^cedentes, nous les con- 
si dc^rerons comme definissant un mode de transformation qui fera 
correspondre a un point m[xy y) un autre point M(X, Y) du 
m^me plan 
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Nous savons deja qae Jes deux modes de transform a Lion clefims 
par les fornniles (20) ou (21) conseivent les angles et assurent la 
similitude des elements infmimeiit petits correspondanls. Mais il 
y aici une distinction essentielle a faire entre les deux sysL^nies de 
formules 

Supposons que le point m decnve une certaine courbe ; soil ds 
la dilTerentielle de Parc de cette courbe et co Tangle de sa tangciiLe 
avec Taxe des cc Les foiinules 


do! — ds cos CO, df = ds sin co 

nous donnent 

( 22 ) d:; = dse^^j dz' =. dse~^^ 

Designons de meme jiai c/S et Q, les quantitcs analogues relatives 
a la courbe decrite par le point M(X, Y) On aura ^galement 

( 23 ) dZ = dZJ = c/S 

Reportons-noiis mamtenant aux formules du premier sys- 
teme (20) Elies donnent 

dZ^f\z) dz, dT = /; {z' ) dz ’ , 

d’ou Ton deduit, en multipliant; 

(24) dS^^ = f{z)fl{z’)ds\ 
et en divisanl 

(a5) ^ ('( f ) g2/to 

yi(- ; 

Done, SI Ton considere deux points correspondanls 772, M des 
deux figures, les tangentes en ces points a deux courbes corres- 
pondantes quelconques font entre elles im angle constant; par 
suite, a deux courbes de la premiere figure se croisant en 77Z corres- 
pondront deux courbes de la seconde se croisant en M et y faisant 
un angle, non seulement egal a celui des deux premieres courbes, 
mais ayant aussi le meme sens de rotation Si le point de la pre- 
miere figiue d^critime petite courbe feriin^e auLour du point 777, 
le point coriespondant de la seconde figure d^crira aussi une 
courbe ferniee autoiir de M et, de plus, les deux courbes corres- 
pondantes seront parcourues dans le meme sens 
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11 n’en est plus cle meme si Ton emploie les formules (21), ea 
effet, la ti'ansformation qu’elles cl(§fini 3 sent se ramcne a celle qui 
conespond aiiK formules prcced(^e on siuvie d’une rotation 

de 180® auloiir de Taxe des x, par consequent, dans cette seconde 
tiansfoimation, les sens de rotation de tons les angles et de tons 
les paicours seront changes. 


124 ' Contentons-nous d’etudier les formules (20) et conside- 
rons seulement les sjstemes isotlieimes reels, c’esL-a-diie ceuv 
pour lesquels les fonctions /,J\ sont imagmaires conjnguoes Nous 
pourrons chre alois qu’a toute fonction de I’argiimcnL complete 
correspond iin systeme isotlieune, et nous anions la proposition 
siuvante, dont on fait un frequent usage • 

Les cow bes planes qu'' on obtient ea egalant a des constantes 
la par tie reelle et la partie imaginaii e d'wie fonction quel- 
conque f{z)de la v a? table compleve foinient un 

systeme 01 thogonal et isotherme De plus la foi mule 

Z = / ( 


qiii donne deux equations 1 eelles, defuut un mode de ti ans for- 
mat ion a^ec conservation de la gi andeiu et da sens de 1 oiation 
des anomies 

o 


Considdrons, par exemple, la fonction 


(26) 


/(-) = 




on a lira 

oil 


X-H Yt = 




/c2 ^ ^ 


Ce sont les formules de la Lransformaiion par rayons vec Lems 
reciproqiies on Ton aurait change en — y . Cette derniere trans- 
formation serait dcifinie par la relation 


Z = 


/r2 


1 I 


D - r 
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qm se ratlache aux foi mules (2 1), et elle appartient par consdqueni, 
comme rinJique le uom (Tiiwei sion sous lequel elle esL souveiu 
designee, au groupe general des lepresentations conformes qiu 
cliaugenL le sens de lotaiion des angles et des parcouis 
La liaiisformaLion dejSnie par la formule 

az^b 

/i = jt 

L ^ cL 

ou r/, c, d sont des consLantes, se rappioche dc I’laveision cn 
ce qu’elle fait correspondie un cercle a un ceiclcj mais elle s’en 
(listiugLie en ce qu’elle conserve les sens de lOtaLion des angles el 
des paicoiirs, c’esL~a-dire assiiiela similiLudc dirccLe des elements 
nifiniment petits Cette Lransfoimation joiic un idle iniportanL 
dans les recheiclies relatives a la theoiie moderne des foncLions 
Pour la distinguer de I’m version, nous lui donnerons dans lo 
ChapUie suivant le nom de ii ansjof maiion ciiculane Elle se 
iaiiieue d’ailleurs a celle qiii est definic par la lormulc (26) pie- 
cedee el siuvie d’unc translation, elle peut aussi etre rcmplacec 
par des inversions eii nombic pair 

Le tlieoieme general qiie nous avons dnonce pent prendre une 
idiine nouvelle tres importante Siipposons qii’on I’applique non 
jdus a / (r), mais a logy (c) La partie reelle de celogarithme est 
lo logarithme dii module de cL la pai tic imagmaiie I’argu- 

ment de /(^). On obtient done celLe nouvelle proposition • 

Eiant donnee une foncLion qiielconque de la vai labLe com- 
plere les com bes d'egal module et d'egal at gument de telle 
lonction foj nient mi sj steine 01 thogonal et isolliei me 

1i2d Les s^stemes ortliogonaii\ el isolliermes definis par les 
deux theoremes qui precedent ]oncnt en Physique matlidmaLique 
un role tres important J’lndiqucrai les applications suivantes 
Soient A;i et M deux points, qui correspondent aux valours cij, et 
^ de la \ar3able coinplexe On n 

- — ak = 

Pa designant la longueur du segment A/,M et 64 Tangle que failcc 
segment avec Taxe des x De meme, pour un point Ba coires- 
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pondantala valeiii bj^ cle la variable complexe, on a 

z — Uk - 

designaiiLla longueur de B^M et 6)^ Tangle de ce rayon vectenr 
avec I’axe dcs x 

Si done on consiJeie la fonction 


/(=)=n 



Ics courbes cl’egal module aiironl pour equation 


P1P2 ?n 

el les coiubes d’egal argument 

0| — 6 1 “4- O2 — 0 7 — H ~H 0/j — 0 = const 

De la le tbeor^me suivant, qu’il serait aise de generaliser * 

Si Von considej e deux groupes de n poles A, , Ao, . . . , A^ ez 
Bj, B 2 , , B«, les coiubes lieiix des points poiu lesquels le 

pfodiiit des distances aitx pi emiei s poles h.i est pt opoi tionnel 
au pi odiiit des distances aux n polesldi ont pour ti ajectoii es 
orthogoiiales les coiubes lieux des points d^oii Von voii les 
11 segments A^ B^ sous des angles dont la somme est constante 


Dans le cas ou les deuxgioiipes ne contiendront pas le meme 
nonibre cle poles, les Lli6oremes seront encore applicables, pourvu 
que Ton mtioduise dans le groiipe qui contient le moms de points 
un pole multiple situc a Tinfini dans une direction deteiimnee, 
inais qiielconcpie 

Par exemple, les cassmiennes, lieu\ des points tels que le pio- 
duit de leurs distances a deux fojeis fixes F, F' soil constant, 
admettent pour LrajecLoires orthogoiiales les courbes lieux des 
points M tels que la somme des angles foimes par les rajons vec- 
teurs MF, MF^ avec Taxe des x soit constante Ces dei meres 
courbes sont des hyperboles ^quilat^ies passant par les fojeis 

F, P 

11 suffit, pour le demontrei, de corisiderer les courbes d’^gal mo- 
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diile et d’egal argiimentj relatives a la foncLion 

Z-—C- 

126 Consideions main tenant I’lntegrale 



od c designe ime constante leelle et positive, et cherchons le sy^- 
teme oithogonal et isotlierme forme par les conrbes sur lesquelles 
la partie reelle ou la partie imaginaire de cette function demeuie 
constante 
Posons 

(27) = c cos(oc -f- p i)j \/c* — z- = — c sin(a -f- p i) , 

I’lntegrale aura pour valeur c/ |3 1 et les deuK families du sjsteme 
isotlierme seront definies par les equations 

a = const , p = const 

Soient F, F' les points du plan ayant pour affixes c et — c, M 
designant le point dont I’affixe est on aura 

(28) ^ — c = FMe‘«‘'', - + c = F'Me-*w^', 

et par consequent 

FM = / = modi' ^ — c) == c mod[cos(a 4 - p i) — i] = c [cos pz — cosa], 
F'M = / '= mod(-3 4- c) = c mod[cos^^a h- po -t-i] = c [cos p^ -h cosa], 

on deduit de ces equations 

7 4- = 2 C COS P 

7 ' — 7 = 1 C cosa 

On voit qiie les conrbes de la famille (p) sont des ellipses ad- 
mettant pour foyeis F, F', les conrbes de la famille (a) sont les 
hyperboles homofocales 

D’autre part, si nous employons, avec M Weierstrass, le sym- 
bole aR. pour indiquer la partie reelle d’une fonction, T^qiiatiou 
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cles ellipses sera evidemaient 

el leur equation diffeientielle 

f 75 1 dz 

cSl = O 

L’emploi des form ales (22) et (28) nous permet de transfoiiner 
cette equation et de lui donner la foimie 


<^1 


ch 

\/77‘ 


Ml x^UF'x 


= Oj 


CO designant Tangle de la tangente ala coiirbe avec Taxe des On 
a done 


r UFa-hUF'x 

LO — h 3 

2 2 


cc qui donne la construction bien connne de la tangente a Tel- 
lipse 

Nous termineions ces applications, que Ton jjoiirrait vaiiei 
a Tmfini, en pienant la fonction 



oil c et /r- designent deux constantes reelles et positives 

Les couiLes ob tenues en egalant a une cons tan te la par tie reelle 
et la partie imaginaire de cette fonction formeront un sjsteme iso- 
therme algebiique que Ton peutdefinir comme il suit 
Posons 

sjc 

on aura 


T^9) 


^ = c sn2(a H- (3 1 }, 
z— c = — c cn-(a-hP03 

~ dn2(a4- (3t), 


z' = c sn-(a — POj 
z ' — c = — c cn-(a — pt), 


c 

X2 


^dn’-(a-pO. 
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et, par consequent, si Ton clesigne par i \ respectiveMi^^^ 
distances du point (^, y) auK trois points en ligne dioite 


on auia 

(3o) 


c 

-a — ■ O j ^ — C j xj — ^ } 

7 = c sn (c/ -I- p t) sn (a — |3i), 
;'= c cn (a -H p t) cn(a — p^), 

7"=^ dn(a+ I37)dn(7 — ps) 


Eciivons les formiiles bien connues 


cnx cn(5;‘ H- a) -h chi a sax sn{x -i- a) — cn a, 
dn^ dn(r -T- a) -h cna sn^ sn(a7 h- a) — dti a, 

relatives a I’adclition des fonctions eJlipLiqiies, si nous y snhsLi- 
■Luons les valeuis siuvantes de et dc ^ + a 

x = cf-h-^i, X a = a — Pij 

nous troiiverons, en tenant compte des formiiles (3o), 

7 'n-r dn (2 p i) = c cn(2pt), 

Q 

j"-r-i cn(2p?)= ^dn(2Pi), 

Si Ton remplace ensuite x ei x -h a dans les inemes formiiles 
par les valeurs siiivantes 

— X = OL ^ L, r+<r^=a— p£, 

elles donneront les deu-s: relations nouvelles 



[ /' — 7 ’dn( 2 a)= c cn(2a'), 

( 3 a) I c 

) 7"— 7 cji(2a) = ^dn(2a) 

Les equations (3i) et (Sa) delinissent les deux families iso- 
thermes 

Comme on devait s’y attendie, ces deux families son t repre- 
sentees par la meme equation, mais avec des valeurs dilFei'ootes de 
la cons tame arbitral re Elies se compose at d’ovales de Descartes 
ajant pour foyers communs les trois points 


c 
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La double equation obteniie pour cliaqiie famille met en evi- 
dence line ]3clle piopriele des ovales donnce pai" IM Cbasles dans 
V Apet cu hislot Lcjaej ^ 352 

L’equation differeotielle commune aux deux families d’ovale>> 
est evidemment 


( 33 ) 





Elle conduit a une construction geometuque ties simple des 
tangentes aiix deux ovales qiii passent en im point M du plan 
L’angle deriine de ces tangentes avec Taxe focal seia la inoitie de 
la somme des angles que iont, avec cet axe, les tiois ra\ons vec- 
tcuis mencs du point M aux tiois foyers CeLLe somme n^'tant de- 
finie qida im multiple i^res de t:, la construction donneiabien deux 
tangentes lectangulaires 


127. Unc lamille de combes isotliermes etant definie par une 
equation de lafoime 

=/(-) 


le parametre \ de cette fainille satisfait a requation aux deiivees 
partielles 


et, reciproquement, loute fonction) verifiant cette equation donne 
une famille isotkerme Cette lemaique permet de traitei la 
question suivante . 

Proposons-nous de determiner toiites les families isotlieiines 
composecs de cercles. L’equation dkin cercle ecrite avec les 
vaiiables z, z' a la forme 

( 34 ) zz' az~^hz’-T-c = o, 

et Ton obtiendrala famille de cercles la plus gen^rale en pienant 
pour c de» foncLions arbitraiies d’un paiainetie A Si Ton 
cxige que cette famille soit isotheime, il fandra que la fonctiou 
A satisfasse a Tequation (33) On est amsi conduit, par un 
calcul facile, a Tequation de condition 

(35) {ab -- c){a'' z ^ b" z' ^ c’' ) —[ab'-^ba‘^ c'){az -r- d' z' H- c') = o, 
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Oil b'^ a!\ b'', c" designent les derivees premieres etsecondes 

de a, 6, c par rapport a et qiii doit etre une consequence de 
Tequation ( 34 ) Comme I’equation ( 35 ) est dii premier degre seu- 
lement par rapport a ^ et a z, elle doit etre verifiee identiquement 
et Ton a 

a" h" _ c" __ ah'-\- bo! — c' 
o! ~ b' c' ah — c 

On deduitde la, en negligeantle dernier rappoitet en mtegiant, 

a= Ic Iqj 
h — me H- 

/, ^01 designanl des conslantes L’equation ( 34 ) prendia 

done la foime 


ZZ' I qZ -h m^z' -r- C ( / -CJ 7)1 z' ~)r l') = O 

et lepresentera necessairement une famille de cercles passant par 
deux points distincLs ou confondus II est inutile mamtenant de 
continuei les calculs et de determiner Texpression de c en fonction 
de X, cai on sait que toutes les families de cercles passant par deux 
points distmcts ou confondus peuvent se deduire par une inversion 
d’une famille de droites parall^les, ou de droites concourantes, ou 
de cercles concentiiques, et sont, par consequent, isotliermes De 
plus, leuis tiajectoires ortiiogonales, qui sont des cercles, consti- 
tuent egalement une famille isotlierme, conjuguee de la premiere 
Nous retrouverons cette deiniere propri^te comme cas particiilier 
d’un tlieoreme general lelatif aux cercles geodesiques traces sui 
une surface quelconque 

Dans ses Memoires Su?' la consti action des cartes geo gi a- 
phiqiiesj publics en 1779(^)5 Lagiange a etiidie d’une maniere de- 
taillee une belle question que Ton pent mamtenant resoudre en 
quelqnes mots Considerant la Terre comme une sphere ou comme 
nil splieroide de revolution, Lagrange se propose de recherclier 
tousles traces geogiaphiques dans lesquels les meridiens etlespa- 
1 alleles sont lepiesentes par des arcs de cercle Comme les me- 
iidiens et les parallfeles forment deux families isotliermes con- 


(’) Lagrange, CEuvies completes, t IV, p 687 
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jugu^es, les resultats precedents nous conduisent a la piopositlon 
suivante, qui donne la solution complete du probleme de Lagrange 

Les seals traces geographiques pour lesquels les ineiidiens 
ou les paralleles soient j epresentes pai des arcs de cercle sont 
ceiix pour lesquels ces deux systemes de lignes sont figures sw 
la car te par des arcs de cer cle On obtient tons ces tr ach^ dans 
le cas ou la Terre est supposee sphei'ique, en coinbinant a^ec 
des inoer sions planes la pi ojection stereogi apkique ou la pi o- 
jectLoii de Mercator. 
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CHiPITRE IV. 


HEPRESEJMTATION COWFORME DES AIRES PEAKES. 

Enonce du piobleme — Piincipe analytique siii leqnel icpose la soluLion — Rc- 
presenlation confoime sui la iLgion du plaiisiUiLC au-dessusdc raxeiLcl d’unc 
dire plane a coune\ion simple Iimilee pai des lignes flioiLcs on pai cles aicsdi 
cercle — MeLliode de l\r Seines aiz — Application an tnangle plan limilt pai 
tiois aics de ceicle et au Luangle spliciique 


128 Nous avons reconnn, dans le Chapiti^e precedent, qnc I’on 
pent fane coirespondre a toute foncLion Z™ f{z) de la variable 
complete line methode dc tiansfoimation avec simiiiUide diicclc 
des elements infiniment petits et nous avons expose les piopnetes 
les plus elementaiies des transformations en nombie illimite qiie 
I’on pent ainsi obtenir Nous nous pioposons niaintenaut d’etii- 
dier, dans iin cas assez ^Lendii, la solution du piobleme siiivant 

Etant donnees deux an es planes (A), (A|); detei miner la 
fonctionTj=J(^z) qui pei met d^ejjectuer une i epi esentation 
conjoime de Vune des an es sin VaiUie, de telle maniei e qiCd 
iin pointy pus dans Vinteiieiu de Vune qaelconqiie des deux 
aiies^ coiiesponde un seul point pi is dans Vinteneur de 
V autre, et quaux points pi is siii le contour de Vune des an es 
C 01 ! espondent les points pi is sur le contour de Vautie 

L’exanien de cette belle question piise dans son enonce le plus 
general se rattache a la solution desproblemes les plus imjioiLants 
de TAnahse et de la Physique malliematique Dans Taiticle 21 
de (*) sa Dissei iation man gui ale^ Ricmann a montre qu’il est 
loiijoiHS possible de la resoiidre. La demonstration de Riemann 
s’appLiie sur im postulatum auqnel rillnsLie geometre a donne le 


(’) Rieman\, Gesainmelle inathernatische WejKe, p 89 



R r PUESCNTATrON CONFORWC DCS \LRES PLANES [71 

noni de piuicipe de Duichlet Dans difr(fienLs travauK, et en 
paiticulier dans iin article inseie aux Monatshei irhte (') de 
I’Academie de Berlin, M Schwarz a etablile theoreme de Riemann 
sans employer le principe de Duichlet, niais la demonstration de 
I’eminent gcometre n’a pas encoie ete publiee dans tons ses details. 

On doit aiissi a M Schwaiz (-) des recherches tres etendues 
relatives an cas, tres important pour la tlieorie des surfaces mi- 
nima, ou les aues planes dont il s’agit d’obtenir one lepreseiiLation 
conforme sontlimitees par des arcs de cercle ou des lignes droites 
Nous nous proposons de faire connaitre ici lesprincipes de la me- 
thod e de M Schwarz 

Si I’on pent repiesenter deux aires planes (Aj, (A^) siir une 
troisieme aire (A"), on pourra evidemment les lappoiter I’une a 
Faulie a\ec similitude des elements mfimmentpelits Le piobleme 
de Riemann pent done se ramener an suivant 

Repi esentei une one qaelconque (A) siu une cm e detei - 
imnee (A^^), par exemple, sw la sin face d’un eei cle de i aj on 
donncy ou siu la pai tie du plan qui se U ou{>e au-dessus de 
V axe des x 

Le probleme ainsi pose n’est pas encore pleineinent determine , 
cai, SI Ton considere, par exemple, la region (K) du plan qiii se 
Lrouve au-dessus de Taxe des il est aise de reconnaitie qu’elle 
est applicable siii ellc-meme dhme infinite de manieies, avec 
similitude des Elements infiniincnt petits Designons, en efier, 
par la variable complete et consid^rons la Liansfoimation definie 
par la fornuile 


(’) H - V Scin\,vRz, Uebei die Integi atioii dei partiellen Differ eiitialgleichung 


d- u d- u 

-z — r H — ^ — = 0 luitei 

ox- oy^ 


V01 geschnebenen Gr enz- und Unstetigkeits-Bedmgungen 


{Monatsbei ichte dei Berliner Akadenue, octobie 1870, p 767) 

(■*) II -A Scin\Aii7, Ueber einige Abbildungsaufgaberi {Journal de Crelie, 


t LXX, p io5-i2o, 1S69) 

Ueber diejenigen Falle iii Kvelcheri die Gaussische hyper geometr ische Reihe 
eirie algebraische Function ihtes mer ten Elementes darslellt {Journal de 


Crelie, t LAW, p 292, 1S72) 
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oil a, 65 c, d soat des constanLes reelles Soient el Zq les va- 
riables imaginaires conjnguees de r et de Z, on aura 

rj (!7 -i:,) 

^0 — — “ — > 

et, pai consequent, 

7 7 _ ind —hc){z — z^;) 

" -'-'O ^ T « 

( cz -r d){cz^ -h d)’ 

SI le deteiininant ad — be est posiLif, la transformation, qin fail 
correspondre aa\ valeurs reelles cle ^ des valeurs reelles de 
fera aussi coiiespondie aiix valeuis de r, dont la partic iinag’inairc 
est posiLne, des valeurs de Z jomssant de la meme piopndie, en 
d autres teiaies, elle constituera iine representation conforme de la 
region (K) sui elle-meme On demontreia aisemenl, soil par TAna- 
l>se, SOIL pai la Geometrie, qu'il est toiijours possible dc Irouvcr 
line iransfoimation de ce genre faisant correspondie Irois points 
donnes de Taxe des x a tiois auties points i^galemcnt donnas dn 
meme axe, ou faisant coirespondre iin point clonne qnelconqne 
dans rmteueur de (K) a un autre point egalement donnd dans 
1 mteueiii et, de plus, un point de I’axe des x a un autre point 
pris sur le meme axe 

Si Ton aclmet, comme il est possible de le demontrer, que la 
uansformation definie par la formiile (i) est la plus gdueralc de 
celles qm reabsent la representation confoime de la region (K) 
sur elle-nieme, on voit que le piobleme de Riemann pcui ctre * 
ramene au suivant qiu devient parfaitemenL determind 

Etant donnee line aue(A) d connexion simple^ la 1 epi e- 
seniej d'une inaniei e confoime biu la partie supcrieiue (K) 
dll plan, de telle manih e q id d tvois points pus sur le contoiu 
dc daiie (A) conespondent ti ois points donnes de Vaxe des x 

129. Designons par 

la fonction de Targument cornplexe qiii donnera la solution dii 

probleme Nous allons dnumerer les conditions auxcmellcs elle est 
assujettie 

1° Elle doit ^ire unifoime et continue pour toutes les valeurs 
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de representees par des points pns a rinterieur de Taire (K), 
SI Zo d^signe I’linc de ces valeurs, elle sera develop p able dans le 
voismage de la valeur ;:o 5 suivant les puissances cntieres et posi- 
tives de 3 — ^0 

2® La deriveey’'(G) ne pent s’annuler pour aucun point Zq com- 
pris dans rintdrieur de Paire (K.), car, si la derivee s’annulaU 
poui r = Zoj il y aurait, dans le voisinage du point ro, au moms 
deux points pour lesquels la fonction Z aurait la nieme valeur, 
et, par consequent, a im point de J’aire (A) correspondraient plu- 
sieuis points de Fane (K), ce qui est contraire a rhypotliese. 

Fiff 7 



3*^ La fonction Z ne doit pas cesser d’etre continue pour les 
valeurs reelles de qui sonl representees par des points de Taxe 
reel Seulemeni, on ne suppose pas que, pour ces points, elle soit 
n^cessaiiement developpable suivant les puissances entieres et 
positives dei; — Jo ? car elle n’est d(^finie, dans leur voisinage, que 
pour les valeuis de ^ dont la partie imagmaire est positive 

4*^ Enfin j, consid^ree comme fonction de Z, doit satisfaire aux 
m^mes conditions que Z consid^ree comme fonction de j, c’est- 
a-dire qu’elle doUetre, dans le voisinage du contour de Taire (A), 
une fonction uniforme et continue de Z, prenant des valeurs 
reelles quand le point Z vient se placer sur le contour 

Reciproquement, si une fonction Z satisfait a toutes ces con- 
ditions, on demontrera aisement qu’elle donne la solution du 
probleme. Plus generalement si, dans une aire quelconque (A), a 
connexion simple, se trouve defime une fonction Z uniforme a 
Tmteneur de cette aire et satisfaisant aux conditions que nous 
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venons creiioncer, elle foiirnira une representation conforme cle 
(A) SLir ime aire (A'), a conne\ion simple comme la premieie, 
mais qiii poiuia, dans cer tames paities, lecouvrir plus d’une fois 
le plan si la lonction Z pi end pkisieurs fois les memes A'aleurs a 
I’lnteneui de (A) (von fig 7 ) 

Apies avoii indiqiie les conditions auxquelles doit satisfaire la 
fonction Z, nous allons exposer comment M Sclnvarz a donne les 
inoyens de detei miner cette fonction dans le cas ou I’aire (A) est 
limiLee par dcs dioites ou par des aics de cerclc. 

130 Voici le principe analytiqiie sur leqiiel repose la so- 
lution ( ^ ) 

Considerons une fonction Z de definie seulement pour la 
partie superieuie du plan et satisfaisant cl’ailleuisa Loiites les con- 
ditions eniiinerees dans le numeio piecedent Si la fonction est 
leelle pom toutes les valeiiis leelles de z voismes d’une valeiii 
leelle Cq, elle sera developpable dans le voisinage de ^0 en une 
sene oiclonnee smvant les puissances enticres et positives de Zq et 
les coeflicients de cette sene seront tons reels 

Considerons, en effet {fg 8 ), une aiic (U) limitee pai le con- 

Fig 8 


u 



lour Ag^BD, comprise tout enticre dans la partie supeiieuie du 
plan, et soil (U') Taire syinetiique de la premiere par lapport a 
Paxe des a. La fonction Z n’est connue, pai hypothese, que pour 
la pai tie supeiieuie du plan Mais on pent la definir aussi poui la 
partie infeiieuie en convenant qu’a deux valeiirs imaginaires con- 


(’) Ge piincipe a ete enonce eL demonLie pai Rf Scl^^al2 clans un article deja 
cite {Journal de Ctcllef L L\X, p T07) II a ete aiissi employe pai Riemanu 
dans le Memoue siii les suifaces minima {Gesammelte ire/Ae, p 297) 
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jugueea cle la variable, cjni sont represenlees par deux points places 
symetiiquenient par lapport a O^, correspondent deux valeius 
miaginaues conjuguecs de la fonction Ce proloiigeinent ana- 
lytique de la fonction laisse evidemment subsistei la continuite 
puisqiie la fonction Z est, d’apres sa definition, reelte et continue 
pour les valeius leelles de z 

La fonction ctant ainsi definie dans Fmteiieur des aires (U) et 
([]'), considerons les deux integiales 

_i_ c _L_ r 

prises le long des contours ABDA, ACBA des deux aires D’apres 
le tlieoieme de Cauchy, la piemiere de ces integrales est egale a 
/(s) et la seconde est nulle lorsqiie le point ? se troiive a rint^rieur 
de Fane (U) , si, an con trail e, le point ^ se trouve a Finterieur de 
(U^), le resiiltat est mveise, la premiere inLegrale est nulle et 
Fautre est egale a /(i^)(‘) Done, toiites les fois que le point ^ se 
trouve a Finterieui de Faire (U)H-(U'), la sonime des deux in- 
legrales est egale a/(5^) Mais, si Fon ajouteles deux integrales les 
paities lelatives a la portion commune du contoiu AB, etant 
egales et conti aires, se detrinront mutuellenient, et il lesLera seu- 
lement Fintegiale 

mtj z — q' 

prise le long du contour ACBDA Or on sait, et il est Evident, 
que cette integiale est developpable en sene dans le voisinage de 
tons les points a Finterieur du contour et, en paiLiculiei, poui les 
valems reelles de qui soot lepresentces par les points de la 
droite AB 

On am a, en parti culier, poui 'C = Tu 
Z — Z^~ a{z — + 


(') Il ^ a ici line le^ere clifficuUe que nous nous conLenteions de signalci et 
qu’il est d’ailleuis facile de fane clispaiaUie, tenant \ ce que I’on applique le tlico- 
leme clc CtUitli3 a une fonction qui n est pas supposee developpable en sene poui 
Jes points du contoiu On leconnaitia aisement que le iheorenie est encoi e appli- 
cable toutes les fois que la fonction f{z) est bupposce continue dans Ic voisinage 
du contoui cle I’aii'^ 



LIVRE II 


CHAP IV 


176 

et comme a des valeiirs leelles de ^ doivent correspondre des 
valeurs reelles de Z, les coefficients c seront tons reels Si, de 
plus, il arrive, comme dans les exemples que nous aliens trailer, 
que :: consideree comme fonction de Z doive satisfaire aiix memes 
conditions que Z consideree comme fonction de Pequation 
precedente, resolue par rappoit a z — Zqj devra donner line si^rio 
ordonnee par rapport aiix puissances entieres de Z — Zq et, par 
consequent, le coefficient a sera toujours diflferent de zero 

131 Ce lemme pr^liminaire etant etabli, considcrons d’abord 
une aiie (A) limitce par des bgnes droites (L,)» . . ., (L/^) Sou 
Zq I’affixe d\m point sUu 6 siir une des lignes (L) et soil hr: 
Tangle de cette ligne avec Taxe reel Considcrons la fonction 

Poui un point Z situe a rmterieur du contour, elle aura les 
memes pioprietes que la fonction Z Si le point Z se trouve biir la 
ligne (L) dans le voisinage de Zq, elle sera reelle, et ebangera de 
signe quand Z passera par la valeur Zq II suit de la que Ton pent 
appliquer le lemme demontre an numero prCcedent et posei 

(3 ) - Zo) = {z- z,)p(^ — zo), 

le symbole p(z — dCsignant une sCrie, ordonnCe suivant les 
puissances positives et entiCres de :: — Zq, donl tons les coeffi- 
cients seiont reels, le premier d’entre eux etant different de zei'o 
Etudions maintcnant la fonction Z dans le voisinage de la va- 
leur Zq qui correspond au point de rencontre de deux droites con- 
seciitives (L;;), (La+i ) 9) faisant entre elles Tangle cctz 

ConsidCrons la fonction Zg — Z , son aigument, qiii est Tangle de 
la droite ZZq 9 ) avec Taxe reel, vane entre les deuxhmites 

/l/,TCj //ATT — OCTT, 

quand le point Z se deplace dans Tmterieur de Taire et se dingc 
de (La) vers (La^.! ). II suit de la que la fonction 

[(Zo-Z)e-'r/u]^ 

sera reelle et positive sur le cote (La), reelle et negative sui Ic cote 



RLPUESCNT VTIO\ CONTORMC DES AmES PLVNES J7; 

et, d’ailleurs, elle aiiralcs nienies propiietes quela foncLion 
i J’lnteiiciir de I’aiie (A) L’appb cation dii lemine piecedent 
IS donncra done 

[(Zq— Z)e-'7r/iA]a = (^ — — -j), 

; — :jo) ayant la nieme signification que pieccdeiiiment. On 
rt encore ecure en elevant les deux membres de I’egalite a la 
ssance v 


Fi" q 



V'l/l' 

nfin, pour tons les points a rintencur du contour, la derivee 
L n’etant jamais niille, on am a 

Z — Zo= (3 — ro jP(^ -3o)j 

— Zo) di^sjgnant line sene analogue a la sene p(z — 'o), *iiais 
t les coefficients ne sont pas necessairement reels 
nous reste a considikei le point du contour qiii conespond a 
ileni infinie de -3 Coniine on pent toiijours eflectuei la siili- 
ition 

__ — ^ 

donne line repiesentation conforine de la portion supeueuie 
plan SLir elle-ineine; ce cas se rainene aux piecedcnts et Ton 


I •} 


1) ~I 


pl/i’TZ / r \ 
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SI le point n’est pas im sommet clu con tour, e\ 



SI le point est im sommet on les cleuN: cotes consccuLif\ se len- 
contient sons Tangle inesnie tonjours dans rinteiienr dc fAj 


132 Les d(^veloppements piecedents cmbrassent toiiLcs Ics hv- 
potbeses possibles Pour eliniiner les conslanles Zy cL h qui 
cbangenL de valenr quand on passe de I’uii a I’anLic, consideror'^ 
avec M Scliwarz la fonction 


( 8 ) 


d , d7. 

dz^'^dz 


E{z) 


On Lronvera par nn calriil facde 
1 ° Pour nn point a Tmtericnr de I’aiie, 
( 9 ) 


2 " Poui nn point pns siu nn des cutes dn contour, 

(fo) 

Poni im sommet dn contour correspondant a Tangle jtz 


(H) 


OL — I 

^ _ \-pi(z — :3o), 


Ti(-^ — — Go) designant des senes de puissances cL Ic^ 
senes /;, (g — Gq) a\ant de plus leiiis coefficients reels, 

4" Enfin, pom le point coiiespondant a la valenr infinie de r, 

(12; E( 3 } = — 


si ce point n’est pas iin sommet dn contoiii 

Les trois dcinieres foi mules nous montrent que la fonction 
E(g) est reelle pour tontes les valeius leelles de g et qiTelle peiil, 
par consequent, etie prolongee analj tiqnement d’apies la me- 
thoJe mdiquee an n° 130 D’aillenis elle n’a, d’apies les ddve- 
loppemonts precedents, qn’mi nombie limite de pules, qui cougs- 
pondeiU au\ sommets dn contour, et elle devient innniincnt pctiLc 
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pout infiniaient grand D’apies les tlieoremes conmis Je ]a 
iheorie de^ Ibnctions, die sera done une fiacLion rationnelle 
Soicnt a, c, . , Z les valeurs de ^ qin coiiespondent au\ 

sommeLs da contour et soicnt aTt, [jt:, yT:, , Att: les angles 
fonneb cn ces sommets, mesures dans rmterjeiii du polygone On 
am a 


(i3) 

avec la condition 





r/Z 

dz" 


— I) = — 2, 


C|ui n’est que l’e\piession analj'^tique du theoieme relatif a la 
sornme des angles d’un polygone 

L’lnlegration de I’equation (i3) nous donne 

Z = C (.--0^-* (•*) dz-^a, 

C et designant deux constantes aibitiaiies leelles on imagi- 
naiies En ddplacant I’aire (A) sans changer ni sa foime ni sa 
grandeur, on pent lamenei I’expiession de Z a la forme 

(, i) Z = H/(^ - - b)^-^ {z - 0^-^ clz, 

on II designe une conslante leelle 

Telle est laiornuile donneeparM Scln^arz (') et pai IM Clins- 
toffel (-) 

Comme on peat piendi e aibitiaiiement (n^ 128) les valeurs de 
qui coirespondent a tiois sommets da polygone, die contient en 
realite a/i — 3 constantes On pent disposer de ces constantes de 
nianieic a obtenir la lepiesentation conforme d’an polygone quel-' 
conqtie, luais ce resultat essentid se deduit sealemcnt du theo- 
leine gencial demontre par Riemann et M Sdl^^arz sur la lepie- 
aLDtalioii confoime des aiies planes qudeonques, et nous ne 
connaissons ancun travail developpe ou se tiouve etudiee d’ane 
nianicie gendrale la ddteunination des constantes a, 6, c , i Z, H 
loisque le polygone est donne 


(*) SLu\\\i\ 7 j Uehet einige Abbddungsaufgaben, p ti 4 , iSG'j, tS66 

(•*) CHuisiuncL, Sul pioblema delle tenipei atui e stazionaiie e la lappiesui- 
tazione di iina data siipeijicie {AnnaUdi Matematica^ t I, p 97, 1867) 
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Dans le cas da triangle, dont la forme est deteimmee pai la 
valeur des angles, la solution est evidente En faisant vaiier la 
constante H, on obtiendra tons les triangles seniblabJes a un 
triangle donne et I’on pouira determiner cette constante de ma- 
il lere a obtenir Tun quelconqne de ces triangles. 

Si le polygoneesL an lecLangle, on aura 

a = p = Y = ° 4’ 

Z deviendia ane integiale elliptiqae quc I’on pourra supposer ra- 
menee a la foime noiinale 


(i5) 



dz 


Les cotes du rectangle seiont 

a=2HK, ^ = IIK', 


K et K' designant les integrales completes qui entient dans la 
formation des peiiodes, par consequent, si Ton pose 

TTTv' _ gTT/< 

q =z e = e , 
le module sera defini par requation 






(j'Ah- 

•?’)(*- 


-7') 

■r) 


]' 


qui donneia ainsi, dans ce cas particulier, la solution complete du 
problem e 


133. Passons maintenant a I’examen du cas ou le contour est 
compose d’aics de ceicles, nous supposeions, pour plus de net- 
tpte, qae deux cercles consecutifs lie soieiit jamais tangents 

Comme on peat toujonis, aa nioyen de la transfoimation circu- 
laire (n^* 124) definie par la foimule 


(lO) 


„ (xTii — (— h 


transformer en ane ligne droite un qaelconque des cercles qui 
composent le contour, et meme deux cercles coiisecutiL de ce 
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conloLU, nous pouiions appliquer immediateinenL les lesuUats 
oblenus an 131 et nous voyons que I’on pourra toujours choisu 
les consumes leelles on imaginaiies a, 6, c, cl de telle mamere 
que Z, prenne la forme (3) sur im des cotes, et la forme (4) en 
un des sommels du contour On am a done pour Z les expiessions 
siiivantes 


1 ° En un point quelconque du contour^ 


( 17 ) 


2 C£( Z — — - 3 o ')- 4 - If 

C t-J — — ^i}) ^l' 


2 ° En un sommet ou deuY cercles consecutifs font Tangle an, 
mesure dans Tmteneur de Taire, 

S'" An point du contour qui coircspond a la valeur co de 


( 19 } 


z = 




- b 
■ d 


SI le point iTest pas un des somniets du contour, et 


(20) 



SI le point esLiin sommet ou deu\ cottas consecutifs font Tangle c^tt 
4° Enfin, poui un point a Tmteneur de Tairc, on aura, coinmc 
pr^c^demment, 

(21) Z-Zo-(^--^olP(^--^o) 


134- Dans ces diffeientcs formules, a, b, r, d designent des 
conslantes reelles ou imaginaiies, qui out des valeiirs differentes 
suivant les developpements que Ton consideie Voici Taitifice 
ingenieax: par lequel M Scliuarz a elimine tout ce qui concerne 
ces conslantes 
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Soit, d’une nianieie generale, 
r, aT-t- 6 


cT-+-tr 


cLT clZ — a T — b = o 


line relation entie deiiN: fonclions Z el T cl’ime vaiiable z Si Ton 
elunme les constantes par la dififerentiaLion, on seia condiiiL a la 
relation 


(ZT)’ 

Z' 

T' 1 


(ZT/ 

Z' 

r = 0, 


(ZT)'" 

T' 

T" 

• 


qui, developpee, jnencl la forme elegante 

, , cV- /, dZ \ ( d . dZy- d^^ /, cZT\ \ ( d , dTy 

uu les vanables sont sepaiees Si Ton aclopte line nolation de 
M. Cayley (’) et si Ton pose 


(23) 

on aiua done 


I d^- (. dZ\ ifd, dzy 


I 7 - / _ \ T - I 

- j-i c - j 


En nous seivant des resulUits piecedents, nous allons ctudicr 
le developpenient de la fonction jZ, ::;j pour tons les points siLues 
arinteiieiii on sui le contour de I’aire (A) 

i” Pom nil point qiielconqiie du contour, il faut rcmplacer T 
pai le developpenient 

— -o), 

qia eiitre dans la lormule (17) On Iroiive ainsi un lesultaL de la 
forme ^ 

j Z, I = h{z — ^0 ) ^ — '3o )'’ -H 

2*" Pour un sommet, la valeiii de T est celle qiu figure dans la 
foiinule (18), 


f’) Cv^LEY, On the scJuvarzian deiwatwe and the polyhedial functions 
{Canibi idge philosophical Ti ansactions, mais 1 S 80 ) 
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Un caJcnl facile donnealors 


{ 

I 






r I — a- 
2 


f- /. -h /(Z 


3” Poiii le point dii contour coirespondant a la valeiir co dc 
on ti Olive dc meme 


\ 7 - 1 „ 



bj le point n’est pas un sommet ct si Ton emploie la valeiir dc T 
coiiespondanle au dcveloppement ( 19 ) Si, an contiane, le point 

est un sommet, il faut mettie pour T la valeui ^ 1 ^*^ 

don ne 




/i 





lleniaiqiiODs d’une mameie generale que, pour toub ces de^elop- 
peinents^ les coefficients sont tons reels La fonclion jZ, ;:j est 
done reelle poui toutes Ics valeurs reelles de eile pouiia etre 
proloDgee analytiquement d’apies la metliode du n° 130 et seia, 
par suite, definie dans Loute I’etendue du plan 

4“ Enfin, pour un point a I’mteiieur de (A), la dLiivee no 

SCI a jamais nulle et jZ, sera^ comme une fonction dcvelop- 
pa!)le pour toutes les valeius de ^ 

Lalonction }Z, jul, ayant toutes les piopnetes d’une fraction ra- 
lionnelle pour les valeui s limes de et de^enant inlinimenL petite 
pour inlini, sera une fraction ralionuelle Soient ai, ao, •, ci,i 
les valeuis de g qui coiiespondent auK sommets du contour, 

, cL,iZz les angles coirespondants founes par deux: cotes 
( onsecutifs Si Ton a, pour ^ = cii^ 


la lonction 


' Z 

I ^5 


^ I . 




hi 


’ S i (J — fl, j- z — Cl 


-/w 





deineuiant finie poui toutes les valeurs finies de ^ et devenant 
loimiment petite pour g iiifini, sera necessairement egale a zeio, 
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Ton aura, par consequenl. 


(24) 






bi le poiQt du contour, qiii coriespond a la valetir inlinie de r, 
n’est pas iin sonimet, il faudia, nous I’avons vu, que le developpe- 

meat du second membie siuvant les puissances dc-^? commence 

ail terme en — ^ ce qiii donnera les egalit^s 

( Zh, = o, 

(25) j ^ =0, 

( = o, 


anxquelles deviont satisfaire les consLantes 

Si, ail contraire, le point du contour coirespondaiil a la valcur 
r =00 est iin sommet ou Tangle de deux cotes consi^ciiLifs est [jt:, 

le devcloppement devra commencer par le terme ? ce qui 

donnera seulement les deux relations 


(26) 



I/i, = 0, 



1 J 2 


' 13 o. La valeur de jZ, -sj etant obtenue, la suite des laisonnc- 
menls nous conduit a considerei Tequalion du troisi^me oidre 

(27) jz, ^ j = F(^), 

el a essa^ei de Tinlegier 

L’origme etles proprietes de cette equation simplilient beaucouji 
la resolution de ce probleme 

En eflcL, cTapres le mode de formation de Texpression jZ, 
la relation dilleientielle 



est equLvalente a la relation, en termes finis, 


^ _ aZi H- b 
c Z I — |— cL 
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et, par suite, la connaissance Ahtne seule solution paiticuliere Z, 
de Tequation (27) cutramera celle de Tintegiale geneiale, qui seia 
donnee par la formulc precedente, oii les constantes c, d 

poLiHont lecevoir des valeius quelconques Cette propricHc si 
reniaiqiiable de I’equation (27) larapproclie des equations liueaires 
et, efTcclivemeut, il est aise de montiei que I’lnlegiation de cette 
equation pent etie ramenee a celle d’une equation lineaiie du 
second ordre 

Consuleions en eflet une equation Imeaire du second ordie 


(28) 




^0 = 0 , 


ou p q sont des fonctions donnees de et clier chons I’equalion 
difleientielle a laquelle salisfait le rappoit 


(29) 


Z = 


h 

Ot 


de deuK iiitegrales particulieies On trouveia, par un calcul facile, 


c3o) 




in 

dz 


L’eqiiation ainsi obtcniie csl de inenie forme que la pioposee (27) 
11 suflira de clioisii p arbitiauement, de deteinimer q pai la 1 ela- 
tion 

(30 = 

et rmlegration de Tequation (27) sera lamenec a celle de Tequa- 
tion lineaire (28) Si Ton prenait, par exemple, p = o, requatjon 
lindane se ledinrait a la suivante 

g + 4F(.)8.o 

Au reste, on s’explique qu’une ceitame mdetermmation piiisse 
siibsister relativemeiit a Tequation lineaue, puisque le rapport de 
deux mtegrales pai ticulidres ne change pas quand on les multipbe 
Time et raulre par une meme fonction donnee, niais quelconque, 
de-3 

L’equation (82), ainsi que toutes celles que Ton obtiendrait en 
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pienant pour p la valenr sun ante 



ou les conslantes sont cles nombies lecls quelconqnes, a tons 
bcs coefficients et tons ses points singiilieis leels, de plus, toutes 
mtegiales sont jcpulicics 

Rccipioqucment, si Ton considere a pi loi t line equation, 
hneaiie qnclconque du second oulre possedant Lon Les ecs pi'o- 
prietes, on pent etablii c[iie le rapport dc ses uitegrales cloune ]a 
lepresenlation conforine snr la paitie supeiieiiie du plan d’line 
aire plus on moms complexe limiLee par des arcs de ccrcle. 

Mai quo ns en efiet sur l’a\e lecl [Jig lo) les points singulieis 

Fig 10 


O' 



le rappoiL de deux integralcs paiLiciilieies quelconc[ucs qui, 
d’apies les ]i\potlie3Cs relatncs a Tequalion, sont des fo notions 
uniloiinesde cdansTairc (U) bmitee par I’axe reel et par Je demi- 
ceicle co!7t«y dc la^on infini Dans cbacun des inteivalles 

, ct/icoa^, on pouiia obtenir deux, in Legrale^v 
particulieies qui seront leelles toutes les deux pour des valeiiis 
reclles de Si Ton designe, par exeinple, par le lapport de 
ces deux integrales dans rmLervalle Oi, on aiiia evideziiment 

7 _ ^i~l fl-l 

L — ^ , 

Y/— 1 ^L~\. 

, jj,_i , designant des constanLes leellcs ou iniagi nan cs. 
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et comme la variable demeiire reelle lorsque le point ;; decnl 
le segment at^\ cti^ on voit que le point Z decrna un arc de cercle 
Les aics de cercles decriLs par le point Z qiii coirespondeiit ainsj 
aiiK n intervalles forment un polvgone fermd dans leqiiel les cotes 
consecutifs se coupeiit sous dcs angles dont la giandeui cst quel- 
concjLie 5 deuv cotes consecutifs peuvent moine etie tangents quand 
les developpements des intcgrales dans le voisinage d’uri point 
singLilier contiennent dcs logaritlimes Mais Fexamen de tons les 
CIS, la definition precise de Faire dont on obtient ainsi la lepre- 
sentation conforme nous entrameiaient tiop loin 

Nous nous contenterons de reinarquer que Feqiiation ( 27 ) con- 
tienl bien le nombre de constantes qiii est necessaire si Fon veut 
effecLuer la lepiesentation confoime d’nn pohgone quelconque 
compose d’aics de cerclc sui la partie superieuie du jilan En 
efifet, la lonclion F(^) depend de in constantes leelles bees pat 
les trois equations ( 20 ), et, comme d’ailleuis on pent prendre 
arbitraiiement trois des quantitt^s (n° 128), il 'reste seuleinent 
6 a — 6 paiametres reels , mais il faiit leur ajouter six axitres paia- 
metres leels servant a former les Liois consumes unagmaires qui 
figarent dans Fintegrale geiieiale de Fequation ( 2 ^) Le nombie 
6a de constantes reelles ainsi obtenu est pieciscbnent egal a celui 
des paramelies aiJiiLiaiies dont depend un i^olygone loime de 
71 arcs dc ceiclc 

II resulte d’uiie proposition generale, a laqiiellc IM Sclnvarz est 
parvenu pai la metliode la plus elegante dans Faiticle deja cite('), 
que Fon poiina toujours determiner ces constantes de manieie a 
ohtcnir efiecLivement la sokuion du piubleme propose. 


136. Pioposons-noLis, comme application, de determiner la re- 
presentation confoime d’lm tiiangle forme pai trois arcs de ccicle 
Nous pouvons toujours supposcr que les tiois soinmet« de ce 
mangle coriespondent aux valeuis o, i, co der Soient At:, p?:, vn: 
les angles du tiiangle en ces trois sominets Nous auioas ici 


/ 




11 — X- a I I r — jjL^ 

- 1- — -) — 1_ , 

2 -- ^ — 1 


C’) Monatsheiichte^ p 768-78.^, iS;o 
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eL cle plus le developpement suivant les puissances positives de [ 

devra commencer pai le terme ^ - Cette condition detennme 

cz,, a 2 } et I’on irouve 


(33) 





1 

- 

2 



T T — A- (Jl 2 -i- V“ 


Or, SI I’on consideie I’ecjuation 
(34) +[Y-(a-t- — apO = o, 


qui definit laseiie hjqDergeome tuque de Gauss, on reconnait aisc- 
inent, en appliqnant la formale (3o), que le rapport de ses deux 
int^grales satisfait a Inequation (33) si I’on pi end 

On pourra done expniner Z par le quotient de deux integiales 
particulieres de Vequation (34) Ges integrales sont bien connues , 
on peuL deteiinmei les variations qu’elles eprouvent quand on suit 
im cliemin queiconque du plan ('j Nerifie qu’elles four- 

uissent elTectivement la representation clieicliee 

Parmi les qnatie syslemes de valeuis de a, |3, y determines par 
les equations (35), clioisissons le siiivant, par exeinple 

( a = 4(1 — X — p H- v), 

(36) p=4(i-X^p-v), 

( 

L’equation difTeieniielle (34) admet plusicurs solutions paiti- 
culieres, painii lesquelles nous distingueions les suivanteb 

I 01= F(a, p, 

/3.'v ) = Y, p-hi-Y^ ^ — -)> 

03r=F(a, p, ccH-p + i — Yj 1“-)^ 

\ e4=(i-^^)Y-a-PF(y Y“pJ — I — -), 


(’) Kummer, Uebe/ die hypei geometi ische Reihe {^Jouinal de Cielle, t \V, 
i836) 

Golrsvt (E ), Siu V equation dijjei entielle lineaiie qui admet pout integiale 
la sene hj pet geometi iqiie {Annales de I’Ecole Not male, 2 * sdne, Supplement 
au t iS8j) 
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OLi le symbole F designe la scue Iiypergeomctriqac clc Gauss. Si 
Fori convjent qiie les argumenls cle et cle i — scionl pns dgaux 
d zeio qaaad la vauable 3 scia rdelle et compiise cnLie o cL i, ccs 
mtegiales seiont determinecs sans ambigaUe pour Ionic la region 
supenetue da plan, et les formiiles qae Fon Liouvcra aiix jiagcs *>o 
et 21 dll beau Memoire de M. Goursat peiinettronl d’en calcnlcr la 
valeur pour chaque point dc cette legxon. Elies salisfout d’aillcuis, 
Jans toute la legion consideree, aux deuv equations (qae Foil 
trouveia a la page 28 de ce Memoirc) 

(3SJ j Oj=aO3-+-&0i, 

(02= ^'63 H- 

r(Y)rro^ + p-Y) 

r( «;!’(>) ’ 

== P - I ) , 

r(a-i-i— y/ 

Ces points etantadmis, designons par C une conslante recllo ou 
imagmaire et posons 

( 40 ) 

Qiiand vane entre o et i, le rapport — est I'ccl, rargumcnL 

de Z esL constant el egal a celui de~. Le point Z deent done un 

segment de droite OA (/Z^. 1 1). Si an contraire Ic point 3 pa^sc, 
par la partie snperieure du plan, aiix valeurs conipuses ealro o oL 
— CO, B, reste reelle, Fargument de 0 . devient egal a 7r(i — y) ou 
L argument de Z angmente done de tcX, el, comme il Jcnicurc 
encore constant, le point Z decrit im segment OB ayaiit son oiigiuc 
en 0 et faisant avec OA Fani^le ).7 t: 

Supposons niaintenant que u passe, par la region siipdrieiirc dii 
plan, au!. valeurs comprises entre i et-+-oo L’mtcgrale Oj cst 
leelle Quant a I’lntegiale 9 ;, elle est imaginaiie et, comme I’aigu-*- 
ment de r — devient egal a — it, celui de I’lnLcgiale cst 

'7t(y — a — p) OU — IJLTI: 

Si done on pose 


oil I’on a 

£(j)r(Y — « — P) 
r(Y — a;r(Y — p/ 

rh — Y^ rt-Y — a — S) 

r(i-«;l\i— P) 
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la vaiiable T ‘^era reelle. En clivisanL membie a meml)re les cleii\ 
Equations (38), on aura 


CZ = 




Si Ton change j en — t et si Ton dcsigne par Co, Zo les nnagi- 
naires conjugiiees de C et de Z, on tiouvera 

^ ^ a' b' 


bio 



II ne icste plus qu’a elmiinei T enlic les dcu\ cquaLiuns pKj- 
cedentes et Ton obuent Tequation 

{a' b'CCoZZQ-h ab )(i — 

CZ{ba' ab' ) -^ CQZQ{ab' ha') — o, 


qiii lepiesente Fare de cerclc passant par les points A, B ct decul 
par le point Z quand ^ vaiie entre i et + oo 

La puissance t- de Fougine pariappoit au ccicle precedent a 
pour e\piession 

J1!L 

CCi) a' b' 


Oil, en remjjlacant a, b, a\ U par leuis valeiiis, 


(40 ^’- = 


ca n(i— ).) 


/i — 

, /,_X + ,, + A , 

\ -> 

} \ j \ 

/ 1 -4- ) -h 'JL — V 


1 

) \ ^ 




Le calcLil de cette puissance t- oflre de I’mt^ict, cai, si elJe est 
positive, li y aura un ceicio decrit de Foiigme comme centre et 
coLipanta angle droit le cote AB, c’est-a-dire un cercle oilhogonal 
an\ trois cutes du tiiangle OAB Si, au contiaire, die est negative, 
il n’y aura pas de ceiclc reel satisfaisant a ces conditions 
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irjl 

Comnic les aigiimenLs des fonctions T qiii figment dans la foi- 
mule pieceJente sent ions supeiieiirs a — i, ces fonctions auront 
le ineme signe que les vauables dont elleis dependent On reconnait 
am SI que la puissance t- sera negative, si Ton a 

/ X H- [J. -H V >> f , 

, , ^ 1 V H- I : X — a, 

j (i. -H I ^ X -4- V, 

( X -h I > (J. -h V , 

c’cst-a-dire si les angles dii triangle OAB saLisfont a toutes les 
lelations d’liK^gahte qiii evistent entre les angles d’lin tiiangle 
S|)lieiiqiie An conLraire,]a puissance sei a positive si les inegalitt's, 
piecedcntes ne sont pas toutes veiifiees Ce resiiltat e:st bien con- 
loime a celni que donne la GcoiniiLrie pour qu’iin triangle fuime 
jiar trois aics de cercle soit la piojcction steieogiapliiqne d’un 
Liiangle splic'nque, j 1 faut et il suifit, comine on sait, que Ic ccicle 
oitliogonal aux troJS cotes du Liiangle soiL iniaginaiie 

Si, au lien de la vaiiable Z definic pai la ioinuile (40)5 nous 
avions clioisi la sun ante 

7 _ ^ 

' “ cZ --d' 

c/, c, d designant des constantes quelconques, nous aurionb 
obleiiLi, au lieu du triangle OAB, un Lruingle a\ant les iiiemes 
angles, mais dont les cotes aiiiaient ete, en geneial, des arcs de 
ccicle, cai il se deduit du triangle OAB pai une tiansfoimation 
ciiciilaire quelconque 

Supposons que les angles ), p, v satisfassent aux relations d’lne'* 
galiLe (s\2) et picnons pour Ic module de C la lalcm 



t- deviendia egal a — x et les tiois cotes du triangle OAB seiont 
oithogunaux au ceicle de lajon i ajaut Toiigine pour centre On 
salt que, dans ce cas, les trois cutes peuvent etie consideies 
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comme la projection slereographiqiie cle tiois arcs de giand cercle 
traces sur la sphere de rayon i ayant Toiigine pour centre Si done 
on repiesentc, suivant la methode de Riemann indiquee an n° 30, 
la variable Z par iin point de cette sphere, les resultats piecedenls 
donnent la representation conforme de raiie d’un tiianglc sphe- 
iique sui la partie supeiieiue dn plan Le sominet de ce triangle 
qni coriespond a I’angle est place an point le plus has de hi 
spheie et diametialenieat oppose an pule de la piojection stereo- 
giaphiqiie 
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CIIAPITRE Y. 

DU SYSUMC OllTHOGON FORUl!: PAR LES LIG3YES DE COURRURE 

KquaLion flilTLiLnlielie dea ligues dc com bine — Application a la siiifacc 
— C — I'oi mules d'Olnule Rodiiffnea — [lepi tacrUaLion splitiiquedo 
Gaii'^b — lii[iiaLion IniLane dont les caiaclei istiqucs sonL Ics liijncs de couibiiie 
— Liuncs lie louihuiL dca c}clidea — L’lnvcision ronseMc les Ii{^ncs dc com- 
bine — TliLOLcruc dc Dupin iclaLif au\ aystemcs tuples oitliogonaiiv 


137 Les piopuetes des sjstcmes orlho^onan^ et isolhcniies ne 

depcnJcuL que cle ]a fonue de rdleinenL Ijneaue el se conservenL 
qiiand on defoime la surface sans alteralion dcs longLieurs des aic^^ 
II n’en csL dc meine pour le sysLeme orthogonal qin esL 

forme par les deux lainillcs de lignes de coiii])uie Mais ccs^sLeme 
se distingue de tons ies auties par une propuete esscnliclle, il est 
a la fois orthogonal etconjugue, il a iin idle e\li einement iinpoi- 
tant dans Texamen dhm giaud nombie de pioblemes lelaLifs a la 
Lhcoiie deb sui faces et, a Lous ces points de Mie, il inente que 
nous on lassions des a present une etude assez delaiUee 

Unc ligne dc coiiibuie pent elie, on le sail, definie pai celLe 
propiieLe quo les nonnales a la sat face cn scs diflcjents points 
ibrmeiiL une suifacc developpabJe L’aiete de rcbioussement de 
ccUe dcveloppablc esL evideiunient une des devcloppees de la ligne 
de coLubiiic, le point de contact de ebaque noimale avecl’aietede 
rebioussement cst le ccutie de conrliuie principal coiiespondanL 
a la ligne dccouibnre cousiderce Nous allons indiquei d’aboid 
comnienL on obticnt reijuation difFeientielle des lignes de coui- 
bur e 

138 Soient j) , 3 les cooidonnees rectangulaires dhin point 
quelconque de la suiface consid^iee, ii^ e, (u desquantUes piopoi- 
Lionnelles aux cosinus directeuis de la noimale en ce point Les 
cooidonnees X, Y, Z d’un point cpielconqiie dc la normale aniont 

D — 1 
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pour expiessions 

(i) X = :p-r-wX, Y=7-hpX, Z = ^-r-(vX, 

etant une arbitraire dont la variation donnera Lous les points do 
la normale Expiimons qu’il existe iin deplacement pour lequel cc 
point decrit une courbe tangente a la noimale, nous aurons 
les equations 

d[ T liX) ^ -r- vk) __ fl(z aO ) 

U V iV 

oil, plus simplement, en retrancliant d\ des Lrois rappoiLs egau\, 
- die — _ dy -h \ dv _ dz dw 

^ ^ li V ~~ iV 


L’flimmation de \ nous donnera Ti^quation difTercntiellc 






dx 

da 

u 


(3) 




dy 

d^ 

V = 0 , 






dz 

div 

1 


qm 

est celle 

des 

ligaes 

de CO 

nrbu 

rc En la d6 

veloppant, on tiouvi’ 

(4) 

da^v dz 

— w 

dy)^ 

dv{w 

fix — 

a dz) H- div ( 

a dy — V dc) = 0 


Cette equation deteimine les diiections des deux bgnes di* 
courbure qiu passent en ebaque point dc la suifacc, les lormulc-^ 
( 2 ) feront connaiUe la valeur de A rela^tive a cliaque ligne dc conr- 
l)iire, et le centie de com bine correspondant seia alois dcfini par 
les fonnules (i). 

139 On est encore conduit a I’eqiialion (4), si Ton emplou* 
une auUe inetliode qiii repose excliisivement snr I’emploi des 
cool doniiees de la noimale On sait que Plucker a conaideie la 
ligne dioite comme uii element de Tespace et qn’il i’a deGnic, 
comine on le fait pom un point on un plan, par des cooidonnecs 
Nous allons indiquei le systeme de deteimination qui conduit au\ 
calculs les plus swnetiiques 
Soient 

j bz — cy -Y- a' = Oj 
( CT — az b‘ — 0 


( 5 ) 
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les eqiiafions cruneligno droile On poinra joiiidre a ces equations 
la SLiivante 

{5') ay ~ bx -i- c' = 0, 

poiirvu que c’ soil determine par Peqiiation 

(6) aa' - 4 - - 1 - cc' = 0 

Les equations (o), (o') repi^sentent les projections de la droUe 
SLH les tiois plans cooidonnes Cette droite est paifaiteinent de- 
tciminee qiiand on connait les six quantiles Uy cd y h\ e, c\ 
nous clirons que ces six quantiLds, qui doivenL loujouis satisfaue 
a la condition (6), sont les cooj donnees homo genes de la b^ne 
di oite 

Siipposons que ces SIX coordonnees soient des foncLions donnees 
d’uii paianietie, la dioite engendrera une surface reglee Pour 
que cette surface soit di^veloppable, il faudra qu’il e\it)Le iinc 
courbe tangente a Loutes les positions de la dioite^ en d’autres 
ternies, il faudia quel’on puisse detei miner les cooi donnees c 
cI’liq point vanable verifiant les equations de la droile et satis- 
faisant au\ conditions 

dr, _ d) _ dz 
a ~~ b c 

Si I’on din'erentie les equations (o) et (5')en tenant compte dcs 
relations prdeddentes, on trouvera que les cooi donnees Xy Vy z 
doiveiit veniier les Liois equations 

/ ^ db — y dc H- do! = o, 

(7) ) X dc~ z da dU ~ 0, 

( y da —'X dh dc’ = 0, 

qiu ne contiennent pas dxy dvy dz Si on les ajoule ajDres les avoii 
niultipliees lespectivenient par duy db, dc, on obtientla condition 

{^8 ) da da' -h- db db' -i- dc dJ — Oj 

a laqiielle doivent satisfaire les diffeientielles des cooi donnees. 
On d^niontieia aisement que cette conditionj qiu est in^cessane, 
est aiissi SLiffisante, et, qiiand elle sera leinpbe, les foinniles (5) 
et ( 7 ) feiont connaitie, pour chaque valeur de la vanable inclc- 
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pendante, le point de contact de la generatnce avec Tarete do 
lebioussement 

Dans le cas qin nous occape Ics equations de la norinale son I 

_ Y -7 _ X— ^ 

a ^ V \,v 

Par consequent, les bi\ coordonnees de la noimale sont r, it* 
etles quantites z/, r', f'f’' delinies pai les egaliLes 

t r^ — (T’j 4- u' = o, 

(Vu. — l/Z -h (>' = o, 
iij — ua, -h (p' = o 

La condition pour que la norinale engendie une suiface dcve- 
loppable seiadonc expiimee pai Pcquatioii 

(10) -H dr dr' -+■ div d\v' — u, 

que Ton reconnaiLra facilement etre equivalcnte a I’equalion ( 4 ) 


HO. Pioposon'3-nous, pour donnei une application de la me- 
lliode pieceJente, de deleiminer les ligiies de couibiue Jc la 
surface 

(II) = G, 

oil /;?, /z, /?, C sont des constantes qnelconques L’equation difle- 
lentielle de la suiface sera 


di d^ dz 

m 1- ;i p — = 0 , 

X z 


n / 

Y 


les (01 mules (i) deviendront ici 
ml 

\ = r 5 \ =j 

JL 

el les equations (2) nous donnei out 


pj. 


Si nous subsLiluons les ^aleuls Je dx, dj , dz dans I’equation 
differenliclle de la suiface, nous auions requatioii du second 
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cl eg re 
(i3) 


, X- 

Xh 


X-f- 

a 


-^=0, 

X+- 

P 


c[iii fera connaitre les valears de)^ couespondantes au\ deii\ ligncs 
de com bare 

All lieu de faire correspond] e a chaqae racine de cette equation 
la ligne de couibuie dont la diiection est definie par les Ibinniles 
( 12 ), on pent consjderer la ligne de courbiiie perpendicnlaiie En 
designant par dx^ dy ^ dz les diffeientielles relaines a cette 
seconde bgne, on aura PequaLion 


(fi) 


x dr ) dt 

. c- . } - 

AH A -H ^ 

m II 



= o, 


qiii, jointe a TequaLion differenlielle de la surface, deteiminerait 
les rapports de dx, dy^ dz Ainsi, pour obtenir les equations 
diflrrcntielles des deux lamilles de lignes de couibure, il sufCia 
de reinplacer successivement, dans Tecpiation (i4)j par les deux 
lacines de I’eqnation (i3) 

Cc point etant acinus, Tintegration est facile IMultiplions en 
cfTet Vequation (i 4) par et ajoutons-liii I’equaLion (i3 ) multipliee 
pai ct)^ Nous obtiendions ainsi ime difTerentielle e\acte 



et, cn integrant, nous auions 



u designant le parametie de la ligne de coiuburc II faudia, pour 
obtemr les deux families, remplacei successivement pai les deux 
racines de requat;ion (i3) Si Ton remaicpie in am tenant que cette 
equation (i3) s’obtient en egalant a z^to la denvee de reqiiation 
(i j) par rapport a \ on seia conduiL an ih^oieme smvant - 

Sij dans V equation (i5); on considei e u comine nne constante 
etX comme uii pai ametre vai table, les enveloppes des surjaces 
I epi esentees par cette equation, couespondantes aax dwei ses 
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v>aleiiis de it^ coitpent lasiuface pi oposee suivant ses ligiiesdc 
coiLi biu e 

On voit que ces lignes de com bine seront algebriques toules 
Ics fois que la surface proposdc le sera, c’est-a-diie Louies )es fois 
que p seiont cointnensurables On reconnajtra dc plus, par 

un calcLil facile, que la famille de surfaces reprdsenLee par Tequa- 
Lion ( 11 ) dans laquelle on donne a C toutes les valeui'S possibles, 
el les deu\ families d’enveloppes dont il est question dans I’enonce 
precedent forinent nn systeme tuple orthogonal (') 

Siipposons, par exemple, que Ton prenne 

m~n-= — /? = I 

L’equation (i i) prendra la forme 
(r6) = G 

L’equation (i3) admeltra pour racines 

il en resultera, pour les deu\ valeurs suivantes 

( t 8 ) sjU = + ^2 _ - 

Les surfaces representees pai ces deuv dernieres equations sont 
les lieux des points tels que la somme ou la difference de leius 


(M Dans son Memoue siu les siufaceb ortliogoiiales, inscio cniS'(7au Journal 
cZe (i" sene, l XII, p 2'|6), RI J -A Seiiet, cleveloppant une lemaique 
de M Boaquet, a montre, le pierniei, que les sui faces representdes pai requiUion 
(ii) consLiLuent une des families d’lin systerne tuple oiLhogonal el il a inciiquc 
les moyens de detei miner les deux aiitreb families qui completent le systeme 
Mais il n’a developpd les calculs que dans les deuv cas 

771 = I, 71 = 1 , = et 771 = [, 77 = 1 , p= — I 

La metliode suivie dans le textc est evposee, avee les gdndralisations qu’ellc 
compoile, dans un Memoir e sur la Thcoiie des coot donnees ciuvilignes et de:, 
systemes 01 thogonaux publid par I’auteui {Annalts de VEcole N01 male supe- 
rieiue, 2® sdiie, t YII, p 227, 1878) 
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distances a Taxc des ^ et a I’axe desj^', c’est-a-dire a deux droites 
rectangulaires qui se coupenl, soil constante. 

Si Ton prenaiL 

771 == n = /) = I , 

les equations des trois families prendraient la forme 
( = 

1 /- i—. ^ 

(19) < =(r2H-C072_^-to2^2)2 

[ 3 y/ 3 y/ii^ = (2?- ~h co^}- “ H- tO“ -H to , 

(0 d^signanL ime racme cuLique imaginaire de rnnite Ce lesultai 
esL dll a M Cajlev 

141 llevenons a la throne gdnerale Les formiiles (a) piennent 
line forme parLiculii^remenL remarqnable si Ton suppose qne ii, 
(P, ail lieu d^eLie simplemenL proportionnels aux cosiniis direc- 
Leurs de la normale, soient dgaux a ces cosmus qiie nous appelle- 
lons c, c'j Alors les formiiles (i) prendront la foime 

(20) X = 5 ?-hcR, Y=j'-^c'R, Z=^-i-c"R, 

et ddfiniront un point de la noimale situ6 a la distance R du pied 
de cette normale , cette distance R aura d’ailleurs iin signe, elle 
devra eue portae dans le sens defini par les cosmus c, c\ d\ si 
elle est positive, et en sens contraire si elle est negative Les for- 
iniiles ( 2 ) nous donneront les suivantes 

-h R clc __ cly R cJd _ r/;: 4- R dc' 
c ~ c ” c" 

Ajoiitons les numerateiirs et les ddnommaleurs apres les avoir 
multipliers lespecLivementpar c, c\ c'', nous trouveions, en tenant 
compte de Fdquation evidente 

cdx-\- d dy + d dz — o, 

qiie la valeiir commune de ces rapports est egale a zero 
On pent done ecrire les formules suivantes 

(21) dx 4- R d'r = 0, -h R dd = o, -h R dd = o, 

qiii sont dues ^ Olmde Rodrigues et qui jouent un r61e essentiel 
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clans la theoiie des hgnes de conrbure R designe le layon cle 
courbure piincipal coriespondant a la bgne consideieCj ct Ics 
cooidonnees du centre de courbure coriespondant sont definies 
par les formules ( 20 ) 

142 On obtient anssi les ecpiations d’Olinde Rodiigues en fai- 
sant usage d’line notion tres impoi tante c|lu est due a Gauss, cede 
(\t\2i ) epi esentation spliei iqiie En\ jsageons unc portion qiicl- 
concjue d’une surface donnee et attiibuons an sens aux nornialcs 
en tons les points de ceLte region, en nous attacbant A satibfanc a 
la condition cjue les cosinus dnecLeuis c, c\ de la normalc soicnt 
des fonctions continues des deu\ parameties cjiu clL/inissent le 
pied de cette nonnale Constiuisons mainlenanl Ic point clout les 
cooiclonnecb rectangulaiies sout c, c', il a[)parlicnt evideinnient 
a la spbeie de ra\on i ajant pour cenlie I’oi igine des coordoii- 
nees, et 1 on voiL c[ue nous etcibli'^sons point pai point line cories- 
pondance entie cette splieie et la suiface donnee A iin jxuntlM 
de la suiface coircspondia un point m de la S])herc 5 a unc combe 
de la suiface une combe de la sphere, a une icjgion continue de la 
suiface une legion egalcnient continue de la sphoie Co mode de 
coiiespondance a lecii le noin de 1 epi chcntation splu'i irjiie ou 
d image spiiei [([ue de la suiface, et Gauss cn a fait usage, nous le 
veiions plus tard, pour etablii ct foinuilei unc des ])roposilions 
les plus iinpoitantes de la theone c[ui nous occupc 

Si nous consideions un point ciuelconquc M de la surface cl 
son image spheiique /;?, il lesulte de nolie definition que le plan 
tangent a la suilace an point M est paiallele au plan tangent de la 
spb^ie en , les norinales aus: deux suifaces sont paialltles, el, 
en cc qm regaide leuis sens, on voit qu’au sens positif do la nor- 
male a la suiface coriespond celui de la noimale exteiicuic a la 
splieie 

Imaginons que le point M se deplacc a paiLir dc sa position ini- 
liale sui la surlacc et deenve un element de combe MM', le point 
m qui lui sertd’image se dtplacera a paiLir de et deenra un 
element de combe mm' Cberchons la lelation entie ces deux edc- 
ments coiiespondants 

Il est e\ident d’aborcl qne I’aic /nin' mesiue ea grandeui Tangle 
des nouiiales en M et M' on, ce qui est la meme cliose, Tangle 
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mfinirnent petit dcs plans tangents a la surface en ces deux points 
C’est la line pieinieie propnete ties uupoitante de la repiescnta- 
tion splierique elle periuet d’etudier geometiiquement la vaua- 
tion dn plan tangent 

D’auUe part, la Langente min^ de la sphere et la langeute MlNr 
de la surface ont evidcmment poni' conjuguees dcs droites quj 
sent paiallcdcs, pui^qiie les plans tangents aii\ points coriespon- 
dants dcs deu\ surfaces le sont toujouis Or, dans la sphere, la 
conjnguce cl’iine Langente esL perpendiculane acette Langente On 
pent done cnoncer la pi'oposiLion SLUvante 

L angle dcs tangenics en in et en M aiix deux cow bes coi - 
} espondantes min! et MM' esi complementaii e de V angle foi me 
pai La tan genie d la sw'face avec sa conjitgaee 

Ou aulrcmcnt 

A wie Langenle MT de la sw face aj ant pour conjugueelsYX.^ 
con espond une langente mt de la sphei e pei pendicalaii e d 

Mr 

Appliquons cettc rcniaicjue geneiale aiix cas paiLiculicrs les 
plus Intel C'^san Is 

Siipposons J’abotd qiie MT soit unc tangente asj nipLoliqne 
elle comcidcia avec sa conjugiiee MT' ct seia, pai consequent, 
pei pendiciiIaiLC A son image S[)lieiic[ue On atiia done i’eqnation 
diflerentielle dcs lignci> asi nipLotiques en ecnvantque Ics dcpla- 
cements conespondants siir la surface et sui la splieie sont pei- 
penchculaucs On est ainsi conduit a Peqiiation 

d c dc -h dy dd -h dz do” = o, 

([ueron dt.'duiL, enelTel, dc la prcmieie des ibiimiles (24)[p >08] 
en y faisaiU t — i 

Pienoii'i maintenant poiii MT une tangenlc principale MT 
seia perpendiculane a MT' et, pai consequent, pai allele a mt^ et, 
rccipioquement, si MT estpaiallele a int^ elle sera perpendicii- 
laire a sa conjuguee Ainsi, les tangentes pi inci pales sont caracte- 
risees par la piopnete d’etie paialleles a leur representation sphe- 
rique En ecrivant les conditions de paiallelisine, nous retrouvons 
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les Equations 

dr dv _ dz 
Tc^dS~ dc"' 

qiii sont celles d’Ohnde EodrigLies, d’oii Ton aurait elimin^ le 
lay on de courbure R ( ' ) 

Nous auions freqaem merit T occasion d’ employer la lepresenLa- 
tion spherique et nous nous conLenterons, pour le moment, des 
lemarques elementaiies qui piccedent Avant de conlinuei I’etiide 
generale des propiieles des hgnes de couibure, nous indiqiierons 
comment on pent former leur equation diffrrenlielle dans les cas 
ties varies qiii peuvent se presenter 

'143 Supposons d’abord que la surface soit consideree comme 
be 11 de points et que les cooi donates rectangulaires ^ ^ z soient 
des fonctions donnees de deu-v parametres c/, |j On pourraiL em- 
ployer TequatiorL (4), la methode suivante conduit an resullal 
d’une manieie plus s}m^Luqiie 

Les equations de la normale an point ^ z) seront 



dr dv dz 

.dx .dy .dz 

(A a)^p- - 0 , 

oil 

{ . dx ^dy _ dz di 

) , C'a, dv ydz di 

( ^ dp dp “ ’ 

( 22 ; 

en posant, 

pour abiegei, 

(23) 

, _ -t- r- + 

2 


Exprimons que la normale engendre une surface developpable, 
c’est-a-dne qu’il cMSte un deplacement pour lequel un point con- 


(’) Voii J Beutra>d, Tiaite de Ccdcul differentielj pp G 65 el 697 
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(Equations 


clioisi (X, Y, Z) de cetle dioite satisfajt aii\ 


dx y,, dy dz 

— <rZX -f- — tA H- -- dZ = o, 

<)cL aoi Oa 

dx dy dz 

H jr d\ -h ^ dZ — o 

()p dp 


DifTeren Lions les equal ions (22), en tenant compte desprecedentes , 
nous aiirons 


m) 


„ jdx ,, jdy ry 

Xd , — \~Y d-- -hZd d-- =0, 

dx dx O'J dx 

. jdy jdz d; 

\ d —jr- -f- \ d -H Z d — r — d — - — o 

dp op op 


L’eliminaUon de X, Y, Z entrcles formules (22) et( 24 ) nous don- 
nera TequaLion diflerenLielle dcs lignes de courbuie sons la foime 
d’lin cletermmanL 


dx 

dv 

, dx 


dx 


oy 

dy 

d'^ 

d% 

dx 


dx 


d;i 

dx 

0^ 


dz 

di 

d/ 

dr 

d-x~ 

dx 

yd' 

“-n 

4 

¥x 

4 


el les formules (22) et (24) feiont connaitre le centre de coinbure 
principal correspondant a ebaque ligne de courbuie 

Le resLillat precedent pent etre encore presentc <^0113 la forme 
SLuvante Gonsiderons une Equation hndaire au\ di^rivees partielles 
de la foime 


(2(3) 




.,^)0 




et eKprimons qu’elle admet les quatre solutions particulieres x, 
j j ;:ij / , nous auions amsi qiiatie dquations qiu ddterininezont les 
rapports mutuels de A, B, C, A^, L’equation lineaire pouiia 
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inenie s’ecnre sous la foruie d’liii determinant 



d2 0 

<920 

c)0 

()6 


cla d'p 

cTp 

d% 


0 ^-x 

dW 

d-x 

dx 

Or 

doL- 

Ox 

0 ^ 

()x 

4 

<)-y 





dx- 

Ox Jp 




f^-z 

O^-z 





d<x 




0^-7 

fV~i 




lud 

OxO^j 





II siiriit cle compaiei cette equation an deteiminant (aa) pom 
roconnaitre qiie Tequation differenl'elle des lii^ncs de conrlnire, 
ordonnee pai rappoit a ch^ c/[j, poiiiia s’cciire 

( 27 ) A tl^- — B ch c/p -h C c/a- = o, 

A, B, C etant les coefficients qiii figment dans I’cqiiation (26) 
Nous pouvons done enoiicer cette picmieie proposition 

Loi sqiioii aiu a obtenii^ pen lui pj oa'rle ciuelconcjue, Ulhiuo- 
tioii ciLiJu del ivers pen tielles de lei joi me (26) a Laeiuelle setti^fon^ 
rt Let Jois et x- -\-y^ + z-j l^eejueftwn di/Jei entielle des 

ligiies de com bine set a doiinee pen la j 01 mule (>7) Eii 
d’enities teimes^ les lignes de com bin e sei out les ecu eicici is- 
iiepies de cette eejuation aux deiieees pjai tie lies 

(J’est la proposition deja obteniie par line aulie voie an n" 108 


Hi Nous lattaclicions an re^sultat qui piecede le tlicoreme sui- 
vant 


Etant cloniiee L’ eejuation 


f)^Q _ rXJ 

()j. 0 ^j ‘ d'JL 


.b|.C0, 


OIL A, B, C soiit de^ fonctions ejaelconejues de fj, si Von eii 
connait cinq solutions pen ticiihe/es hees pen mie eejuation ho- 
inogene clu second degie d coefficients constants^ on pomia 
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obtenu une surface clout oa sail i a cleiei muiei les Itgnes clc 
com bill e 


Soient, en efIeL, 0,, Qi, , 0^ les cinq solutions satisfaisant a la 
lelatioii homogene du second degre 

(p(0i, 0,, 0^, 0,, 0,)= o 

On pouiia; en rffccUiaiU sur ccs soliUions unc suLstiliUion 
liiieaiic a coefficionls constants, lamcnei la iclalion piccedenLc a 
la (oinic 

(2S) OJ-hOj-r-Oj— 20,0. = 0 

Faisoiis clans l’ec|uaLion cn 0 la subsliLiUion 

0 = cO,, 


c satisleia a unc equation hneaiic coininc 0, inais celLe equatiun, 
clevanL adnicLtie la soluLion c i, ^eia cle la lornie 


dxO^j ^ ^ Ojl 


Bi 


()- 


et ne conLiencUa plus le lerine en 
paiLiculieies 




0i 


f), 
?r ’ 


Elle adincUia les soliiiions 

0, 0, 


qiii sont liccs pai la i elation 


Done, cn veiLii cle la proposition demon tree au nnmuo piece- 
clent, la siiiiace lieu du point (^, J , - 3 ) admeLtra a et [3 poui jiaia- 
inetics cle ses lignes cle coLiibuie 


145 PoLU clonuei une application du theoieme cpie nous venons 
d’etablu, nous clioisiions I’ecpiation 



LIVRE U 


CHAP V. 


io 6 

qiii adniet la solution paiticuhere 

G = Xs/[p — a)(pi -- a), 

qiielles qiie soient les constantes A, a. Nous allons prendre pour 
ces constantes cmq sjsteines de valeurs cle la inanieie suivaiUe 
Posons 

fiic) = {ii‘ — cti)(a-~a2) (u—ai,) 

Les cinq solutions 9 ^ definies par la foi mule gen( 5 iale 


®'“l' " /(ST) 

satis fei on L a I’ldenlitc 


Pienons 


0 ? 


- Gq = o 


=— -(Oi — tOj,), rrg = -f 0 , H-iO,;, 

R designantune constante quelconque, les cinq sokuions salis- 
leiont a 1 identUe (28) Leslorniules (29) nous donneront ici 


( 32 ) 


( 

I 


O 4 - 1 - ^05 


i 


_R^_ 

O 4 iGg 
, Oi — tOt 


HO, 

O 4 iOg 


et defmiront ime surface rappoil( 5 e an systeme cle cooidoniiees 
cLirvilignes forme par les lignes de coiirbiire On pent d’ailleiiis 
troLivei rcc|uation de cette suiface de la mameie suivante 
Les equations (82) nous donnent 


5 

j I -■> 


^ = i' = ^ = _ _ '> 

^ J ^ ~ /‘2 ^ ^ 

iRt 

D’ailleuis les lonctions satisfont encore a PidentiLe 

i = 5 


y 


Or 

— /i 


= 0 , 


eii les 1 einplacant par les Cjuantites qui leur sont pioportionnelles, 
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on obtient Tequation cheichee sous la foinie 


I «! — A tij — A c«3 — A 
(33) + 

.H i 

cu — h 


/ 

^5 ~ h 


On trouvera de mcme Ics equations qui cleteiminent cliaque 
ligne de coiubure Eii effet, les ladicaiix 6 ^ contiennent d’une 
manicre bjm^U’ique les Lrois quauLiLes A, p, pi, PequaLion prece- 
dente devra done etre encore veiifiee quand on y leinplaceia h 
pnr p eL par pj CeLle remarqiie nous conduit immcdiatenienL a la 
pioposiLion suivante . 


Sly dans ^equation (33)^ on considei e h comme itn pai a- 
metj e vai table , les siii faces con espoadantes d deux valeiu s 
distinctes de It se couperont muiuellement suivant une ligiie de 
CQiu bare commune d ces sui Jaces 


Si Ton chasse les denominateurs dans I’equalion (33), on lecon- 
naitia que, Ic coefficient de A' ctant ind, elle est dii Lioisieme 
degre senleinent par rapport a A, par consequent, si Ton donne 
a A toil les les valeuis possibles de mani^re a oblenir une famille 
de sill faces, il y aura Lrois surfaces de cette farndle passant par 
chaqiie point de I’espace Ces trois sin faces, devant se coupei 
miiLiiellement suivant dcs bgnes de courbuie comrauncs, seiont 
necessairement oithogonales Ainsi rcquation (33) definjt un 
systerne triple oithogonal, analogue a celiii qui est forme par les 
surfaces clu second degri^, et compose de trois families lepiesenlecs 
par la meine equation. Si 1 on suppose, par eveniple, ai, < 72 , (-t^^ 
a,, icels et langes par oidrc de giandeur, les trois families cones- 
pondront aux valeurs de A compiises entre ( 7 | et entre Ui et 
1 ^/ 3 , entre et « , 

Les surfaces repieseiiLees par rcquation (33)sont du qiiatrieme 
Oldie et admettent pour ligne double le cercle de I’lnfini, elles 
ont lecu le nom de cyclides 


l-i 6 Nous indiquerons maintenant une application d’une autie 
nature. Ou sait que Xin^C} sioiiy 011 tiansfoiination par rayons 
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vecteiirs reciproques, definie, dans le cas le plus simple, par dcs 
toi mules lelles que les siiivantes 


(34) 





K-r 



iait coriespondio Line sphere ou iiii plan a une spliere on a un 
plan, qii’ellc cunseive les angles, les iap[)OiLs de 'iimihuide dos 
elements inflniment peLils Nous aliens montiei qn’ellc conser\e 
aiissi les li£!ncs de courbiue 

o 

ConsidcLons, en elTcL, une sin face qiielconque (S), el soiont o, 
Cj Jes paramelies de ses lignes de cuuibine Nous savons que 
j , salisfeiont a une oqualion de la forme 


(Vy) 


, rX) ^ f)Fj 
_ — ■ — — "j” + B — — 

Op Op I op Opi 


et ccLte equalion se distingue de louLes cellos qiii seraieiu icla- 
Lives a dualities bSSLeines conjugues pai lapiopuele, de)a signalee, 
d’admclLie ausbi comme solution x- -h Ces qiialic soln- 
lions de TcquaLion (3 j) s’e\piimcnt, au moyen de X, Y, Z, de la 
man lore sun ante 


TOX K2Y K^Z K- 

bi done on efTecLue dans I’equation (35 ) la subsliLulioii 


rch[uatioii en c- admelLra les solutions paiticubeies 

X, Z, r, 


ct seia, par consequent, de la foime 


( 36 ) 




J: 0 


/I 


= V,- h-13 


rh 


D’ailleurs rtquation (35) admettait la soliUion evidenleO— i 
et, par consequent, I’equaLion (3(3) admettia, en nicme temps que 
X, X' , Z, la solution 
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II lesuUe de la qiie la suiface lieu du point (X, Y, Z) aura p, pi pour 
paramelres de ses lignes de couibure Ce resultat est prccisement 
ceku qu’il s’agissait d’etablir 

147 On dduionlre d’ordmaire la proposition pi^cedente cn la 
rattachant an theoreme de Dupin, relatif auM lignes dc courbure 
des surfaces qui font partie d’un syst^nie tuple orthogonal Nous 
donnerons, en terminant ce Chapitre, line deinonstratiou nouvellc 
de ce ill eor erne 
Soient 

(4o) P = Pi -)» p2 =/2(^, ji 5 -) 

les equations de trois families de surfaces se coiipant miUucllemcnt 
a angle droit Si I’on rcsout ces equations j^ar lapport a 
les lelalions 


(40 


S Ov r)r 
Op Op I 

S Ov Oj[? 

Op Op2 



Or 


Ox 

da 

-h 


& 


Oz 



dp 

(/pi 

5P 

(ipi 

Or 

Ox 


'll 


0;^ 

Oz 

Op 

Of. 


Op 

c/pi 


Opi 

Ox 

Ox 


Oy 

dy 

Oz 

Oz 


Op2 

“r~ 

Opi 

dpi 

H- - — 
Opv 

^p2 


OLi nous employons le signe S de Lame pour indiquer une somme 
etendue aux trois cooidonn(^es d’un nieme jioint, dcviont as^oir 
lieu identiquement Si nous diffeienuons la premieie par rapport 
a p>, la deuxieme par rappoit a p,, la troisieme par rapport a p, 
nous aurons 


s 

s 

s 


Ox 0-x ^ 

Ox 

0- V 

dp 0p2 k 

5 ()pl 

Op 0p2 ~ 

Ox 0-x ( 

Ox 

0-x 

dp dpi dp2 k 

^<^P2 

dp dpi ~ 

Ox d-x _ ( 

^ Or 

0-X 

Opi Op Op. k 

5 Op2 

dp dp, 


et, par suite, 


S Or O^v ^ _ C ^ 

Op Opi c)p2 ^ U^^pi Op dp 2 ~~ ^0p2 Op Opi 
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solutions de Tequation en u, (V’ 

dr dy dz 

// ^ () _! (X) = 0 , 

= -7-? 

^pi 

dz 

IP' = 7 

- _^i£_ 

c)pi dpi 

Ces systemes ne pouvant etre Imeairement ind^pendaats, il fauL 
que le deimer soit line combinaison lineaire des deux premiers j 
c’esL-a-dire qne j ^ z soient des sohuions parLiculieies d’lme 
equation dela forme 

,, r )0 

t P / r- = ?n~ 1 - 71 — 

dpi dpi dpi dpi 

Lcs variables p,, pi defimssent done, sur la surface (p), un sys- 
teme conjuguej etcomme, par la nature de la question, ce systeinc 
est ortliogonal, ilest necessaireinent compose des lignes de cour- 
bure On verifie, d’ailleius, ais^ment que I’equation lin^aire (43) 
admet aussi la solution particuhm'e 

0 = 4 - 7 - 4 - 


M Ton pi end, soit 


op op Op 


bOlt 


soit enfin 


dpi 


dpi 

dv 


dr 

ii~ V = 

Op-) dp> 


d-x 


dpi dpi ’ 


. _ d-7 

~ ^Pi dpi ' 


148 La demonstration piecedente conduit a une nouvellc im^- 
tliode de recherche des systemes orthogonaux Nous venons de 
von que les cooidonnees x^j , ^ et la somme x- -1-/- + z- satis- 
font a r^uation (43), et il est clair que ces solutions satisTont a 
deuv aiilres equations semblables en p, po et p ^ , p Nous allons mon- 
uei, reciproquement, que lo? scjue ti ois equations lineaires de La 
foi me 



_ <90 


71 

(90 


— 771 — 

c9pi 

”4 

dpi ’ 

f)iO 

(90 



d^ 

dp dpi 

= ohY- 

dpi 

4- 

ni 

dp’ 

r}2 0 

(90 



f)0 

dpi dp 

= 7)1) -p 

dp 

4 - 

712 

(9pi 
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admettent tiois solutions particulief es x, z en meme temps 
que La sornme de leurs cai i es x- -h 3-, le steme de cooi- 
donjxees cwvilignes defiai par les expressions de x^ z en 
fonction de p, p,, p> est necessau einent oi thogonal. 

Gonsid^ions, en eflfet, Time des surfaces coordonnees (p), le 
systcme de coordonnees cuivilignes (p,, po), determine sur ceLLe 
surface paries cleiiN: auties families, est forme des lig-nes de com- 
bure de cette suiface, car x^ r, considerecs comme des fonctions 
de pi, p 2 j satis font, en nieme temps qne 'Z?- - + 3 ’, a la pre- 

miere des Equations precedenles Les surfaces des trois families, 
se conpant muLuellement siiivanL leiiis hgnes de couibiirc, seiont 
necessairement 01 tliogonalcs 

149 Pour lie pas trailer ce siijet d’une manieie incomplete, 
nous lemarquerons qu’on pent obtemr ais^ment les coefficients 
/ 2 , . quand on connait Pexpression de I’eldment lineaire 

= IV- dp^- 4- IIJ dp] -f- dpi, 


dans le systeme orthogonal. SiPon differeiiLie, en effet, parrappoit 
a p I r^qiiation 



= n=, 


on aura 


jj £?II _ Q dr d-x 
dp I “ lijdp dp dpi 


cL, eii remplacant 
Lion ( 44 ), 


0 ^- 1 
dp dpi' 


par bci valeiir ddduite de la derm ere eqiia- 


On a done 



n /d^-\2 nd:fc 


d2, dr 

dp dpi 


mi = 


H dp/ 


/Villi' 


SI Ton substitiie cette expression et les valeuis analogues 
de /Zo? nif/i, ... dans les Equations (44)? on les obtieiU sous la 
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f 01 me 

c/pi dp2 

^ ' \ dp2^p 

I 

I Opdpj, 

qui csL due a Lame 


I ^ ^ I dH> ^0 

Hj dp2 <^Pi fL dpi ()p2 

± ^ m ^ 

II, Of Of, II 0f« Of ’ 

I ^ L ^ 

H Oft Of ill Op Of/ 
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CHiPITRE YI. 

LES COOUBO^VWtES PENT VSPHERIQUES 

L>u systcmc cle cmq splicies oi tliogonalcs — Rtlatioa a\cc line subsLiLuLion Ir- 
ndaiie oiLhogonalc a cmq vaiiables — Fornnilcs pimcipalcs lelalivcs au\ diis- 
Lances cL aii\ angles — Emploi cles ruoidonncLs. penlaspheii([ues dans la tliLOue 
cles lignes de couibiiic eL dans cclle des syslcrncb oilhogonaiix — Imeision — 
Etude dll sybteme de deii\ splicics — Lcs si\ coordonnecs dc la sphere rom- 
paiees cellcs dc la hgne droiie — La tiansfoimaLion de iM Sophus Lie 


150 Dans I’eLiide dcs sysL^mes conj agues nous avons vu que 
I’eniploi des coordoniiees homogenes et tangcnUelles met en 
evidence les piopi'ietes projecLives et duahsLiques qui cippav- 
Liennent a ces systeines Si Ton veuL, de meme, donnerunc expo- 
sition satibfaisanLc de la thcoric analytique des lignes de couibure, 
on est conduit a introduire un systeme particulier de coordonnees 
ciuxqtielles nous avons donne le nom de cooi'donnees pentasphe- 
Piques • Nous nous proposons de defimr, dans ce Chapitre, ce 
systeme de coordonnees et d’lndiquer son rule dans la theoiie des 
lignes de couibiiie 

Considerons une spbeic quelconqiie rapportee a des axes rec- 
langulaires 

-hiC^H-D=o 

Son x'ayon p sera donne par la formnle 

DK 


La forme quadratiquc qui figure au niim^iateur joue un role 
fondameiital dans la tlieorie de la sphere IL est naturel de la ra- 
inener a une somine de caries, et, dans ce but, nousecrivons I’e- 
quation de la sphere sous la forme 


cO 




-f- 2Y- -r- 0 




: =0 
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Si I’on designe par p le layoa et par coordonnee> 

dll centre de celLe sphere, on obtiendra les expressions siuvantes 
de ces quantiles 


(9) 





0 -+- 




- ^ ^ 

Z - Y ~ It 

^0 + !) 0 '^a P“ = o'TT 


Si la sphere n’est pas reduite a nn pioint, on pourra Loujoiirs 
suppose!' que Ton a 

(3) ‘ a2-i-p^-^Y:!-hS^-i-:2==r, 

et Texpressioa du layon prendra la foime simple 

R 


Cette foimule donne au rayon un signe deteimine, nous le- 
viendions plus loin sur ce point 

Si Ton substitue dans le pieinier meinbre de I’equation (i) Jes 
coordonnees dhin point quelconque, ce premier menibre aura 
pour V^aleur 


S designant la puissance du point par rapport a la sphere consi- 
deree- Remarquons une fois pour toutes que, si la sphere se le- 
duisait a un plan, on am ait 

0 H- t:: = 0, 

et le pienner inembie de I’equation (r) deviendrait egal an double 
de la distance du point a ce plan 

Supposons mamtenant que Ton considere, en meme temps que 
la sphere repiesentee par Tequation (1), une autre spheie (S') re- 
presentee par I’^quation semblable 

lOL X -4- 9 ^'y -K =0 

Soient le rayon et les coordonnees du centre de 
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cette seconde sphere Les forniules (2) nous cloniienL 


(6^ 


(^0 — (/o — ())■ (^0 — -Jj )- — p- — p'- 

_ '2R-(aa' -h pP' -h yY' + 

( 0 -h i £ ) ( 0 ^ H— i- £ ) 


et, par suite, I’equaLioii 

( 7 j aa' -f- pp' yy' H- -i- :£' = o 

exprime la condition necessane et siiffisante pour que les deu\ 
spheres se coupenL a angle droit Cette condition subsiste quand 
Tune oil I’auLre des s^dieres se rednit a un plan, sa forme nons 
permettia de donner une theoric ties simple du sysLeme de cmq 
spheres deux a deux oithogonales 


lol. Considerons, en effet, cinq spheres (Si), (Sj), .. , (S^) 
de rayons R|, . . R5 et ecnvons leurs equations sous la (orme 


( 8 ) 


> «/ a* -I- 2 p /,7 H- 2 Y/. ^ H- 


0/, 



-1- IZ) 


^2_|^ R2 

K 


= 0, 



^5 


,5 


Nous aurons d’abord, pai hypothese, 

< 9) ^ 7 t “t" p/“ Ya T 

et de plus, les spheres etaiit orthogonales, 

(10) -h p/ Pa' h- yaY/"+' ^ 

Ces deux groitpes de f 01 mules 1 all ache nt la theoi le du 
sj Sterne des spheres d celle dhine substitution lineaire 01 tho- 
gonale d cinq vat tables Toute substitution de ce genre fournira 
un groupe de cmq spheres orthogonales et vice vetsa 

On salt que les relations (q) et (10) entrainent comme conse- 
quence les SLuvantes 

(11) -h 0(5 =l 

(12) 

et toutes celles que Ton obtiendrait en remplagant, d’une inamere 
qiielconque, a et p pai a, p, y, 3 , e 
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On deduit de cetLe reinarqiie nne premiere propritHe, fonJa- 
menlale dans la tlieorie qiii nous occiipe D(^signons par la puis- 
sance d’lm point quelconque par rapport a la sphere (S^), le 

c 

premier membrc de Tequation (8) sera Si Ton deve cette 

equation au carre et si Ton ajouLe toutes les equations ainsi ob- 
tenues, on tiouvera, en appliquant les forinules ( 1 1 ) et ( 12 ), 






{ -h 4 V~ H- 4 -- = 0 


Amsi il existe, enlie les puissances d’lin point quelconque par 
lappoit aux cmq spheres, la lelation hoinogcne 


(i3) 



Nous rappelons que, si une des spheies (S^) se lediiit a im plan 
(Pa), ^ doit etie remplace pai aP^, Pa d^signant la distance dn 
point j , c) a ce plan 

Si r on muitiplio dc ineme le premier meinbre de I’cquation f 8) 
par OA + iiAj on trouve 


ou encore 




5a 

Ha 


-2R 


(M ) 



= "2, 


en reinarqiiant que, d’apres la formule (4), on a 

> R 

-i- = - 5 “ 

Ra 


1S2 Nous pouvons maintenant dcfimr le systeine de cooi- 
donnees que nous nous proposons d’etudier Nous appelleions 
C001 donnees penta^phei iques dhm point les cinq quantites xj^ 

proportionnelles a ^ et nous poserons 
(•5) 

Ra 
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Comnie nous n’emploierons qne des equations hoinogenes, le 
lacteur \ ii’aura aucune influence sur les resultals On trouveia 
d’ailleiirs, en vertu de la formule (i3j, 

(r 6 ) -her 1 = 0 

Ainsinos cinq coordonnees seront toujouis, comnie il fallail s’y 
cittendre, liees par une 1 elation liomogene II est aise de montrer 
qu’il n’y a pas entre elles d’autie relation et que cmq quantiles 
salisfaisant a Teqaation (i 5 ) d^lerminen t iin point et un seul 

Remarquons en efTet que les equations (i 3 ) et (i 4 ) contiennent 
loutes les lelations possibles entre les qiiantites Sa , cai, pour de- 
terminer un point, trois de ces quantites peuvent etre choisies ai- 
bitraiiement D’ailleurs, si I’on substitue dans ces relations Tex- 
pression de Sa en o^a, la premieie se reduit a I’equation (16) qui 
est -venfice pai hypo these, la secoiide devient 


(r?) 



et fait connaitre le facteur de proportionnalite X 

Aureste, on pent obtenii les expiessions de j', z enfonction 
dcs vauables ? il siiffit de lesoudrele systeme 

/ -\- 2 pA/ -i- 2 ya ^ 

(18) I ^ — H2 ^2_{_ ^ 1^2 S/ 

I ^ K R = 


oul’on donne a A les valeurs 1,2, 3 En ajoutant ces equa- 

tions apres les avon multiphees soit par aA, soit par pA, 


Sa on troiive 



1 ^ 

1 1 


5 

R ^ oa x/^ 
1 

1 ^ 

09 ) 

1 1 


It 

1 

1 ^ 

1 a X ^ Y A ^ A 

^ 1 




Les deu\ dernieres equations feront connaitre, par soustraction, 
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le facteur sous Ja iorme 


(20) 2IR—— H- i-/ 

<[ui esL eqiiivaleute a I’equation (17), les autres donneiont j', 
ret m 01116 jc^ J ” ( ^ ) 

En nienie temps qii’un point M dont les coordonndes j', ^ et 
r/, sont liees par les foi mules (18), considerons un autie point 
M' doni nous designerons les coordonnees pai les memes lettres 
acceiitiiees x', et x\ On trouveia sans difficulte 

f »ii\r = (a? — ( r — — j')- 

2 AX' 

I ^ R/ ^ Ha 


telle estla foimiile c[iij donne la distance de deux poinis Si Ton 
Lient compte des lelations idcntiques eiUie les coordonnees, on 
pent luj donnei la forme 


00 




2 d Ra 2 d R/ 


(’) Si Ton ^ou]alt se hvier a uiie dLude plus detailldc, il faudiaiL signalei un 
cas d’excepLion La foimule (i 3 ) monlie giie les cinq idjons saiisronl a la lela- 
tion 





SI Ton clieichc le point poiu' Iccjuel on a 



<jn Lioii\eia qu il est indeterinniL et n’est assiijeiLi qu’a unc condition, cclle d’litie 
dans le plan de rmfini 

D’autie paiL, iin point du ceicle de rinfini a line infinite de coordonnees i[ui 
sont doteinimees pai la foinuilc 

h 


oil h esL quelconque et ou les satisfont, en ineme temps qu’i ^equation (16), 
a la iclaLion 



— 0 
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Lorsque les deux p >irils sont iiifiaiinent voisuns, 
Pexpression suivanLe de rel^inent liiieaire : 


( 2 ^) 



on obtienl 


11 esL inutile d’lnsister sur I’analogie que piesentent ces deux 
foimules a vec celles qiu se rapportent a la geometrie de Descaites 


133. Proposons-nous maintenanl d’elabhr les relations d’oi- 
ihogonalite dans le systeme des coordonnees 

Quancl les coordonnees sont fonctions de deux variaLles p, p, 
les coiirbes (p), (pij seront perpendiculanes si le coefficient de 
c/pdpi est nul dans I’elenient Imcaire, c’est-a-dire, d’aprcs la 
formule ( 23 ), dans la sonime 


Cette condition se tiadiiit par la lelation 


(M) 


y 


c)^/ 

()p f)p 1 


(OLite semblable a celle que Ton obtient avec les coordonnees 
crirtesienn es. 

Etant donnees inaintenant deux surfaces par les equations 
hoinogenes 

cpr^l, , ^o)=0, ^(^1, •2^5) = O, 

clierchons la condition pour qii’elles se coupent a angle droii 
Nous remarquerons d’abord les relations suivantes, qifil est aise 
de verifier, enire les puissances d’lin point par rapport aiix cinq 
spheres orthogonalcs 

D^qDres cela, remplagons dans les equations homogenes des deux 

S 

biirfaceb les par les quantiles proportionnelles et posons. 
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pour abieger, 
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(?> = 


do do d^ 0’^ 

dv dx dy dy dz dz 


Ou am a eMclemuienL 


c’esl-a-due, en tenant compte des formules (20), 

US-,)- 

Puisque les fonctions sonl iiomogenes, on a 

ys.-?^=,«o=o, ys, = 

^ db/, ’ ^ db/^ ^ 

et la condition d’ortliogonalite pi end la forme 

(9, = *2 R/: 5^557=" 


oil, en introduisanL les quanlites x„ 


(ab) 


(?, > 1 ') = 4 


I do 

idjT/ djii. 


Plus generalement le cosinus del’angle V, sous leqiiel denx surface*:^ 
se coupent et qui est doniie par la foimulc 


eos. = _ , 


aura pom expression 
27) cosV = 


r)cp r)ij> 
dj j di j 


\/l{S:)VW 


154 - Avant de continuer I’etude des coordonnees X/, nous ludi- 
querons leur role dans la theone des lignes de courbure 
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Consideions nnc surface quelconqiie eL snpposons qiie les coor- 
tlonnees Xi cl’un point quelconque de cetLe siiiface soient e\- 
piimees en fonclion de d3u\ Nanables independanles [3 Foi- 
mons I’equaLion lineane 




A b -r f 

Ov- dv O'^ 




D 


0^) 

'fh 




-hF6 = 0, 


,'j laquelle salisfonL les cinq coordonnees Nous allons montrer 
qiie ses caiact(^iisLiques sont les lignes de couibnre de la surface 
Si Ton pose, en effet, 

0 = 


A ctant le facteur de proportionnalite qui figure dans les foi mules 
(1 5 ) ct qiii esL defini par I’equaLion (17), [’equation lineaire prendia 
la foime 


A 


<)2(T 


(Pa 
rJa t)3 




,fPc fh 


da _ 

dp = 


d’oCi le terme cn c- a disparii, piiisque etant une fouetjon Imeaire 
(les esL une solution paiticulicie de Tequation (28). L’eqiiation 

7 S 

en O', adniettant les cinq solutions y- ou ~ qui sont des fonclion s 

lineanement independanles do H- j', z, r, devia 

cidmeltre coimne solutions paiLiciiUeics les memes lonctions 


T, ^ 7 , y, z, 


Ce sera done [’(^[ualion considerce au n'’ 1-43 et dont les carac- 
leiisLiqnes sont les ligncs de courbiirc Les caracteiistiques de 
Tequation en c etant les memes que cedes de I’equation en 6, 
jiotie proposition est demontree On en deduit immediatement la 
consequence suivante, qui revient au fond au theoreme du n" H 4 


Si Von connaitciiiq soluLions pai ticidieres 
cqualLoa luieaii e 


i? 9 ) 


rr-6 (96 (90 


, rVitne 


Uees peu la 1 elation 

zx: = o, 

les quantity x, sont les coordonnees penlasphei iques dhin 
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point cV line surface pout laquelle cl et ^ sont les pai ameti es 
des lignes de courbiu e 

De meme le theorenie relatif aux syslemes orlhogonaux, donne 
ail 148, recevra I’expression nouvelle qiu suit 


Etant donnees ti ois equations lineaii es 


(3n) 




r;0 

-h 

n 

oO 

1 dpidpi 

= ni 

dpi 


1 d^-a 





rX) 

J ^Pl 

= nil 

dpz 

-4- 

Hi 

Op 



dO 



r;0 

1 (>pdpi 

= 

Op 

-h 


Opi 


SI Von en connait cinq solutions pai ticulieres satisfaisant n 

la condition 

= 0, 


dies poiiriont et/e legaidees comme les coot donnees penta- 
sphenques cVitn point de Vespace, et p, p,, p^ seiont les pant- 
nietfcs de ti ois jamilles de sui faces se coupant mutuellement a 
angle droit (^) 

Consideions en particulier les Lrois equations 


2(pl- 


rXO 




-P 2 ) 

^Pl P2 

4- 

oipi 

llp2 ~~ 

2(P3- 

-p). 



r;o 

rXJ 

Op Opi 

-h 



2(p- 

-p.) 

O'-O 


0^ 

<)0 

dp Opi 

H- 

op “ 



qiii admettent la solution commune 

0 = Av/(a — pj(a — pi)(a — p2), 

SI Ton pose 

( 3 ^) f{u) ~{u — ^ 


(’) G Daj\bou\, Memoiie sw la Theoue des cooi donnees ciu odignes et des 
s;} stenies 01 thogonaux {Annales de VEcole Noi male, 2« suiie, L VU, p 297, 
187s ) 
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les cinq solutions definies par la formule general 


(33) 




"(A"' 


Pi 1 




( 1= I, > 


saLisferont a I’lclentito 


Los foimules (33) determineront par consecpient im systenie 
tuple ortbogonal Les suifaces qni Ic coinposent el qiii ont lecd 
lenom de cyclides ne sont aiUres que les tiansformees par inveision 
de celles quiont ^Le deQmes an 14o, dies sont represenlees pai 
Tequation unique 


( 3| 1 


1 iit — X 


— o, 


oil I’on remplacera succcssivenient par p, p,, pj Au leste, on 
vdrifie imniediatement, en appliquant la condition d’ortliogonalilc 
(26), quedeu\ siufaces coriespondantes a deux valeins diffi^iente^ 
dc X se coiipent nnituellement a angle droit En se servant dcs 
formules (33), on troiivera la ibimule 


(33) 




( 0 — pi)(p — p2 ) 


dp- 


K?) 

(pi — p)(pl ~ P2 ) 
/(Pi) 


dpi ■ 


(p2— pj(p2 — Pi ^ 


J^?i) 


qui permet d’obtenir I’expiession de I’eleinent lineaiie dans le sjs- 
teme orthogonal consid(?re La foiinule (2)) nous donnera 


(30; 


ch'- 

\ n?) 


(pi — P)(P1-P2)^;„, , (?2-p)(?>- 

y(pi) “ /(?2; 




M ayant pour valeiii 

(3j, “ = 


'(«/. — ?)(«/ — Pl)("/ — ?2> 

/'(«U 


Si Port fait, en particulier, p, = const , on obtienl Peleineni 
lineaire d’une des cyclides qui composent le sjsteme sous let 
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forme 
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CHAP VI 


J\P-ch‘^=ip — pi) 



pi — p2 
/(pi) 



On \oit que les elides possedent la propiietc, que nous avons 
deja leconniie aiix siii faces du second clegr^ (n° 121), d’etre di vi- 
sibles en caires infiniment petits par lenrs Iignes de courbuie 
On pourra done faire la carte d’line region qiiclconque tracee sin 
Pane de ces suifaces 


15S Dans la tlieorie des sjsLemes conjugues et des lignes as^Mn- 
pLoliques, Peinploi des coordonnees homogenes nous a pernns dc 
reconnaitre imniediaLement el sans calcul que les propiietes dc 
ces sjslemes et de ces lignes subsistent qnand on soumella sur- 
face d une transformation liomogiaphique on a line transfor- 
mation par polaires lecipioques Les coordonnees homogenc'^ 
d’un point quelconquene changentpas, en eflet, qnand on eflectuc 
une transformation homographiqiie qiielconqne, poiirvu que Ton 
suppose cette transfoimalion cffectuee sur le LeLra6drede reftrence 
en meme temps que sur les points de Pespace Le syst^me des 
coordonnees pentasph^iiques joint d’une propin^te analogue pai 
rapport a Pinveision Voici comment on pent le d^montier 
Rappelons d’abord que la throne dii contact des sphere^, 
celle des centres et des axes de similitude, out conduit les aeo- 
meties a consideier le rayon d’une spheie comme une quantite 
susceptible de signe, de sorte que, dans beaucoiip de reclieiches, il 
y a le plus grand avantage a regarder comme disLinctes deux 
spheies de meme centre, mais dont les rayons sont egaux et de 
signes contraires Nous allons voir, en paiticulier, que, si Pon sou- 
met une spheie quelconque a une inversion, on pent deteiminer 
icitionnellement le rayon de la sphere transforniee en fonction dii 
ia\on de la spheie proposee 
Soient, en elTet, 


( 38 ) 




'Xs-h 


/.2Y 




k ^-1 

\2 ^ Yi z ’ 


les formnles qui definissent Pinversion. 

Par 1 application de ces formnles a la transfoimation d’unc 
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sphere (S), de centre ct de rayon R, definie par I’eqiiaLion 

(Sg^ S = r:?? — H-Cj'— ro)-“'r-( - — ^o)- — / ” = 0, 

on ohtient I’ldentiLe 


< ' S = J ^ X - Xo )2 + (\ - Y, )2 + f Z - Zo )- - R2], 

Xq, Yq, Zo etant donnes par les formules 


Xo=: 




^ 6 ■ 


Uu 


— ^ ■> 


kin 


^0 +7u ”^-0 






R=: 


•^0 U ^0 “ ^ 

dz 

^0d-70-+--0-^' 


On poLUTa prendie iin signe arbitiaire dans cetle deimere 
fouuLiIe, inais, si Ton convient de piendre consLamnient le meme 
sigiie, par evexnple le signe les foiinules ( 4 1 ) el la siiivante 


( ii) 


R = 


H- 1 i 


deteimineronl non seiilement la position de la spliere Lransformee, 
mais encoie le signe de son layon 

Dans ceLLe hjpothesej la foiniLile (4o) deviendra 

S _ ^ 

r ” X^-hY^-hZs r’ 


S' dcsignant la puissance dn point (X, Y, Z) par rapport a la 
^plieie Liansformee, et Ton pent enoncer le resuilat siuvant . Si 
Von dwLse la puissance S cViin point pai j appoi t a une sphere 
nar le lajon / de cette sphei e, et que Von soumette la figure 

S 

entiei e d une inoei sion^ le quotient - se ] epi odiai a multiplic 


oai une quantile qui ne depend pas de la sphere et ne contient 
jue les coordonnees du point 

En paiticnliei, les cmq quantites se reproduisent toules 
D ^ I ij" 
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niultipliees par le meme nombre et, comme les coordonneoi) 
leui sont proportionnelles, on pent due qiie ces coordonnees de- 
ni eiiienL invariableSj le facLeur de proporiionnalite elant seiil 
change, ponivu que Ton lapporte la iioiivelle figuie aux spheres 
oithogonalcs qiu denvent des spheres primitives par I’lnversion 
consider^e On voit ainsi que tontes les propru^tes etablies pour 
une figiue et independantes dn choix des spheres cooidonnees 
subsisteront necessaiiement pour toutes les figures inverses de la 
figuie consideiee 

Cette proposition etant admise, le theoreme du n° 154 inontie 
im media lenient que I’lnveision conserve! a les lignes de courbiire 
de la surface 


1 S 6 Nous termineions eii indiqiiant les formules principales 
lelalives a la spheie L'equalion (21) qui donne la distance dc 
deux poiiils nous pcrniet d’ecine immediatemcnt I’l^qnalion d’unc 
splieie dont le layon esL o et dont le centie a pour coordonnees 
, <75, sous la foime 


( 43 ) 


y 


th H- p- 




iR/ 


Cette equation est lineaire par rappoit au\ cooidonnees Xi Reci- 
proquement, toute equation de la foinie 


(44; ^ mj^ n = Q 

1 

lepresente une sphere ou 1111 plan 11 siiffit, pour le reconnaitrc, 
de leniplacer les xj, pai leuis expressions (18) eii j) , 5 Pour 
obtenirle centre et le layon de cette sphere, il faiidi a identifier 
les equations ( 43 ) et ( 44 ) On a ainsi les equations 

( 15 ) = . 5 ), 

on UL designe le facteur de propoitionnalite 

Comme on pent multiplier les ay- par un nombre quelcoiique, 
on pent remplacer le lacteur [jl par un nombre arbitrairenieiil 
choisi, nous ferons, par exemple, 
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Rlultiplions recfuation ( 45 j par et ajoiuons Ics eqiiaLions 

corresponclantes aux cliNeises valeuis clc I’nidice /. En Lenanl 
compte de la relation 

215 =»' 

cleja sjgnalce dans la note de la page 218, nous aurons 

V — V ^ 

^ H;. ^ R/. 

D’aiUie parL, si nous ajoiiLons cncoie les equations (45) ajurs 
avoir eleve Iciiis deux membies ati caiTe, nous trouveions 

I 

Lc lappiochcmcnt des deux founules prdeedentes nous donnera 


oL, eo portant cette valeui dc p dans I’eqiiation (45), nous auions 
// I 'Zml 

Jad R/, 

Telle esL la formule qiii fera connaiue les cooidonnecs pentasphe- 
laques du centie 

Une ispheie est coinplelement dCteimin^c si I’oii connait les 
rajoports des cinq qiiantitds /?za que, poiu cette laison, on pent 
appelei les cooi clomiees Jiomogenes de la sphei e Mais, dans 
tOLites les questions ou le signe du layon cntie en consideialion, 
il est necessaire d’lntroduiie une cooidonnee nouvelle pi op re a 
faire connaiue la valeiii du radical qiii figure dans Texpression du 
layon Nous poserons, cn designant pai cette sixieme cooi- 
donnee, 

im, = 4 / 5 ] 


V'4 


(48) 
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afin qiie la relation entre les cooiJonnees prenne la forme 
ties syme tuque 


(49) 


2 ® 


DeLix spheies de meme centre et de layons egaii\ et de signes 
contiaiies aiiiont les memes cooidonnees ;??!, . , mais les 
coordonuees seront egales et de signes contraires On aura, 
d’apies la foimule (46), 


(5o) 


im,, 

5 


Cela pose, consideions deux spheres (S), (S'), de coordonuees 
m\ respectncment, et soicnt cl la distance dc leiirs centies, 
p, p' leurs rayons Les foi mules (21) et ( 47 ) nous permettenL de 
calculer cl ct nous donnent 

6 


“ 2 ^ m!, m\ 


(30 


^2_p2_p- 


V mi ^ 7nl 

^ Ra 


Si done nous voiilons calculer Tangle V des deux spheres, eu U; 
defimssant d’une maniere precise par la lelation 

(52) c/2 = G^-t- p'3_ app'cos V, 

nous aurons, en appliquant les formules (5o), (5i), 

1 


(54} 

et, par consdquenl. 


cosV = ■ 


1 

2 ni^m\ 

Ces furmules vonl nous condulre a plusieurs consequences et, en 


(34 i 


2 sm 2 - 
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particiilier, a la clefimuon geomotnque des cooidonnees de la 
sphere 

Supposons qae la sphere (S^) sc rediiise a la sphere coordonndc 
(SO, on aura 

m\ = Oj , . , ni'^ = o, 

et la formule (3o), ou Ton fera p = nous donnera 

K = — 2, 

1’ equation (53) deviendra done 

7 ) 1 /^ = cos^V. 1 

Va d<5bigiianL Tangle de la sphere (S) avec Ja sphere (Sa). 

Ainsi, les cmq coordonnecs 7n ^ , , in^ d’une sphere quelconque 

sonL proportionnelles aux cosinus des angles de cette sphere avec 
les spheres coordonnecs De plus, la relalion entre les s)\ coor- 
donndes piendra la forme 


I, 

j 

font a fait analogue a celle qin* relic les angles d’un plan avec les 
Lrois plans coordonnes dans la Geomdtrie de Descartes La for- 
mule (53) pourra s’ecrire aiissi sous la forme 

b 

cos V = 2 cos V/ cos V/,, 

1 

et son analogic avec celle qiii donne le cosinus de Tangle de deux 
plans est egalement 6vidente 

La formule (54), si Ton tient compte de la lelation identique 
entre les coordonnees, pent s’dcriie 


( 56 ) 


4 



e 

1 

7?io 


Si I’on suppose qiie les deux spheres sont infiniment voisines 
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iio 

lour angle eh seia done fonrni pai la relation 





Toutes les fois qiie deux spheres sent langcntcs, dies se cou- 
p^'iit sons Tangle zeio on t:; iiiaia, dans les tht^oiies ou Ton Lienl 
tonipte du signe du rayon, j 1 y a a^antage a consiclciei comme 
tangentes seulement celles qui se coupon I sous Tangle zero A.ini?i 
enlendne la condmoii de contact s’expuine par la i elation 

t) 0 

JS I ^ { 7^4 — 777/ p =: — 2 ^ 77?/, 777/, — 0 

1 I 


Oiiand les deiiv spheres sont infinimenl voisuies, la dislincLion 
rdatnt‘ an ;>igne du lajon disparait cL la conduion de contact de- 
N lent 


I 



= 0 


157 La lorme de la condition de contact conduit a iin rappio- 
♦ hement capital entie la geomctiie des spheres el ccllc des lignes 
diuilps llepienons les equations de la lignc droile, ^Sci'itcs sous la 
Inline Jeja employee au n° 139 


I = o, 

j rx—pz-\~ci,:=.o, 

Lis si\ oooiJonnees homogenes de la ligne dioite salisfcioiit, 
ia)us 1 a\oni> Ml, a Tequation identique 

PPl-r-qqi n-77i =0; 

tt lecipioquement (n® 139) six quantiles satisfaisant i cette rela- 
lion de/inuont toujoiirs une ligae droile L’^quation (6i) esL qua- 
drat.que, comme la lelation (4cj) enUe les six coordonnees dc la 
q.li. ic, eL Ion pent lamcnei ces relations Tune aTautre en posant 


i Oi J 


q __ 7713 -H 7777,, 7 = m, 

q\ = W73 = 772^ 


\ P = jni ~h 7/772, 

i pi = 77ij — 
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ou, ce qai est la meme chose, 


( 63 ) 


mi ■= 


P-^Pi 


Pi^P 

m-> = i- 

2 


m 3 = 


q -4- iji 

j 

2 


1 1 


= i 


q\ — q 



a3 1 


Les forinules ( 62 ) ou (63), qiu conduiscut a PidcnliLe 

6 

PPi-hqqi-^mi = ^ m}, 

font correspondie a LouLe drojLe unc sphere elvice versa Do plus, 
SI hon considere deuK spln^res, de coordonnees m\ lespccLive- 
inent, et les deuv dioiles correspondantes, de coordonnees p, q, 
* j •? icsulte de ridenliLe piccedente et de la 

forme Imeaire des equations de coriespondance I’lderiLile plus ge- 
nerale 


/ {P -P’){P\. ~P \ ) 

(^^4 ) I 4-(<7 — q'){ qi — ~ ^ ^ ~ ^ 

Le second membre de cette formule s’annule quand les deu't 
spheres sont tangentes et seulement dans ce cas, le piemiei 
membre s’annule quand les deux: dioites considf^iecs se coiipenL 
On voiL done que la transformation clefinie par Jes foi mules ( 62 ) 
ou (63) fait correspondie a deux: spheres tangentes deu\ dioites 
qui se coupent et vice vei sa 

Au reste, on pent definir cette transformation sans passer pai 
les coordonnees homog^nes qui ont ^te I’objet de nos etudes dans 
ce Cliapitie, car, si Ton prend les equations d’line dioite sous la 
forme 

( 65 ) 1 

\ y ~ hz -^r q^ 

la condition pour que deux: droites differentes se coupent s’ex- 
prime par la relation bien connue 


(a - a!){^q — q') -^{h — h'){p —p’) = 0 
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et, si Ton pose 


(bGj 

( Ct =. 1 ^ Ly ^-^R, 

{ — 7^ — z 

et, de meme. 

cj'—r' — r’Ly p'=K^—z'y 

elle devient 



< t ^ (7 — ) ~t- — (R — R')^ ^ o 

Si done on considere les formuJes (66) comme clabhssant line 
coirespondance enfcie la droiLe arbUraiie rcprcscnLcc pai les 
equations (65), et la splieie JonL le raj on serai t R el dont le 
centre aiirait pour coordonnees caiLcsienncs x, 1 ~ ^ on voU que 

ces fonnules font conespondre a deii\ dioitcs qiu se coupent deii\ 
spheres qui se touchent, et leciproquement 

Cette transformation, qin etablit ime liaison entie les lignes 
dioitesetles sphcies, c’est-a-dii’e entre les elements les plus essen- 
tiels de Vespaee, est une des plus belles ddeouvertes de la Gcome- 
trie inoderne, elle est due a M Sophus Lie qui, dans un IMemoirc 
inseie an tome V des Mathematische Annalen ( ' ), Ta piesentee 
avec ses plus iniporlantes consequences An nombre de ces con- 
sequences, il faiil surtout citer la sun ante 

La transfoi matioii de M Lie Jait coi / espondi e a V ensemble 
des dioites tangentes a une siu face (S^ V ensemble de^ sphei es 
tangentes d line aaU e swface {^’) A toiites (es droites tan- 
gentes eii un point M de (S) coi j espondent toiUes les sphei es 
tangentes en un point RL de (S^). Qaand le point M deci it une 
ligne asyinptotique de (S), le point M' deci it une ligne de 
coiirbui e de (S') Pai suite ^ d toiUe sui face dont on salt detet- 
miner les lignes asymptotiquesj on peat fane con espondi e 
par la transfoi mation de M Lie une autre sui face dont on 
comiaiti a les lignes de courbitie et vice versa (*) 


( * ) Sopnes Lie, Ueber Complexey msbesondere Linien- und Kugel- Complexes 
mil Anwendung auf die Theorie pai heller Diffei entialgleichungeii (Mathe-’ 
matische Annalen y t V, p i 45 - 256 , 1S71) 
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Nous avons eliidie ce llieoreme avec tous les details iiecessaues 
dans noire Cours de 1881-82, qiu avait pour objetla tlieoiie geo- 
mcHnque des Equations aux denvees parti elles Nous y serous 
condiuL plus loin par line voie indirecte, mais, pour Pelablir 
avcc louLc la largeiir desirable, nous serious oblige de developper 
Ici line thcorie du contacL qui nous eloigiierait de notic objet ct 
quo nous reseivcions pour une autre occasion 
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CHAPITRE VIL 

LES LIGJVES DE COURBUKE EN COORDONJVl^ES TAJ^GEWTIELLES. 

Cas ou la sutface est definie pai son equation tangentiellc — Application a la 
surtace de quatiieme classe, uoimalc a louLcs les positions d'nric droitc in^a- 
riable dont tiois points decnvent tiois plans lectangulaircs — Cason cool 
ilonncLs tangentielles soiit e\piimees en lunction de deuv paiamcLics — Pie- 
miLie solution dii pioblemc a} ant poui objcL la deter miiiation dc^s siiifacc'. 
iidmettant une i cpiescntation splieiiqiie donnee poui leuis Iigncs de eoiubuic 
— DcNeloppemcnts mu uns^stLine paitiruliei de cooidonnecs tangentiellcs em- 
ploy l jiar i\f 0 Bonnet dans I’etude des sui laces 


138 ^fous allons passer luaintenant a I’examen clii cas clans le- 
quel la suilace est delinie par une propiieLe cle ses plans tangents ct 
nou-. supposeions d’abord que Ton connaisse I’equation liomogeiic 
t[ui lelie les cootdonnees du plan tangent 

U) o, 


les axes etant lectangulaires Le point de contact du plan tangent 
ail la pour coordonnees 


K. 

^1 

’}L 

da 

d^ 

div 

¥’ 



dp 

dp 

dp 


et les cosmiih directeuis de la noimale secont proporlionnels a it^ 
e, u Poui obtenir bequation differentielle des lignes dc coui- 
bine, il suffiia done d’appliquei I’equation (4) du n“ 138, ce qui 
donnera 


da da dp 

dp Ov clif dp 

dp div dw dp 


du 

dv == o 
dw . 
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on, sous line forme plus symetnqiie, 


dll 

dll 

It 

dll 

tL 

dv 

cl-- 

d^ 



div 

<‘‘1 

fV 

div 

a 

dp 

“r 

dp 

0 

0 


II importe de lemarquei , en vnc des applicaLions, qiie I’eqiia- 
Lion procedente consej ve encoie sa foime, alois meme que Pt^qua- 
Uon (i) n’esl pas homo^ene, pouivn que I’on suppose r, fpegauv 
anx cobiaus diiecLeuis de la normals eL li^s par I’ecjiiaLioii 

ll~ -r p- -I- (r - — I 

Pour le demonlrer, supposons que I’c^qaatfon (r) ne soit pas Jio- 
niogene On pent Loujolus laiendre homogenc et de degre /cuo, 
par exeinple en divi^ant u, e, (V>, p pai la quantile 

/l — I'i 

qiii cst egale a runite. Alors il faiidra niettre, a la place cle ^7 

dans Tequation ( 3 ), 

df ()J u df df df df (V 

i)it dll II ^ dv dh li d^v ' dh h 

ce qui equivaut a aj outer aux deux premieies colonnes du deter- 
minant (3) les deux dernicies muUipliees par dcs coefficients con- 
\ enablement clioisis, et nc change pas la valeui dii deteiininant 

lo9. GonsideionSj par exemple, la surface de qualrieme classe 
definie par Tequation 

t r \ CLlO" “1— J}\>~ — j— CiV” 

h ) p = , 

2 

Oil e, fv sont les cosiniis directeurs de Ja normale , p designe 
done la distance de Tongine au plan tangent En lendant, pour iin 
instant, Tequation honiogene et appliquaiit les formulcs ( 2 ), on 
tioiiveia, pour les cooidonn^es du point de contact dii plan tan- 
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gent, les valeiirs 

( 5 ) T = {p~a)u, — z=^(p — c)iv 

et, pour celles cl’iin point de lanoimale sitiie a la distance X du pied 
de cetle noimale, 

(6) \ = {p-hJ — a)ii, Y = (/? -f- A — Z = (/? h- X — c) rr 

Les points ou la normale coupe les Lrois plans coordonncs corres- 
pondent auK valeius 

( 7 ) ')=a-^p, ')=b-^p, l = c—p, 

dontles dilTeiences sont consLantes On a done dc'‘ja ccLLe elegante 
pioposiLion 

Loisque ii ois points dUtne di oiLe iiivcn mhle deci wenL U ois 
plans j ectangulau es et que, par consequent^ (ous fe^ aiiUes 
points deci went des ellipsoidesj La dtoite dcinciu e consiam- 
nient noi male d line f ami lie de sui faces pai alleles i epresentees 
pa? line equation de la forme 

^0^ ^ — f- ( c H- /i ') fv - 

2 

OIL k designe la consUmte qiii vai le quand on passe d^une sur^ 
face d la siu face pat allele ( ‘) 

On peuL d’ailleLUS oLtenir ties aiscraent line construction par 
points de ces surfaces Cherclions le pied de la perpendiciilaiie 
abaissee de Pongine des coordoniiees sur la normale La valeiir X 
coirespondante a ce point sera determinee pai Pcquation 

?£ \ + pY -f- cr^Z = 0, 

qui donne, en appliquant les formules (6j, 

Soient P ce point, M le point ou la normale coupe le plan des 

(0 G Dvrboux, Sw line nowelle definition de la siu face des ondes ( Comptes 
rendus, t \GII, p /|46, iSSi) 
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j ^ ei qui correspond, nous Tavons vu, a la valeiii ^ = a — Le 
milieu du segment PM correspond evidemnient a line valeur de )< 
qiii est la demi-somme des valeurs precedenLes et, par suite, egale 

ti Cette valeur etant conslante, le milieu du segment decrira 

line surface parallele a la proposee Ainsi, si Von considej e ioutes 
les jjosiliotib de la d) oite invai table mobile, le milieu da seg- 
meni Joi me par le poiiii ou cetLe dt oite coupe Van des plans 
cool do lines ei pai le pied de la pei pendiculau e abaissee de 
V 01 igine stii La di oite deci it V luie des sui Jaces noi males d la 
di oite dam ses diveises positions ( ' ) 

Proposons-noiis main tenant de detci miner les ligues de com- 


bare L’eq nation (3) prend 

ICl 

la forme 

1 a 

du 

a da 


V 

dv 

b dv 

j 

\v 

dw 

c d\v 



et son integrale, que Ton Liouveia aisement, estdefinie 23ar Pequa- 
Lioii 


1(1 ('2 ( p 2 



ou p designe la consLantc arbitraire Ceresultat s’lnteipicle coinme 
il suit 

La rcpi esentation spliei ique des deux families de lignes de 
courbwe de la sw face est donnee pai un sysieme d^ ellipses 
sphei iques homofocales (-) 

160 Supposons maintenant qu’etaut donnee une surface quel- 
conqne, on connaisse les e^piessions des coordonnees tangentielles 
en fonction de deux paiametres c/, [3 Les coordonnees du point de 


(’) Dans un diLicle uisuie an Bidletin des Sciences mathemaliques (j® siirie, 
L IX, p rSS5), At Alannheim a letiou^e Lous ces lesultats pai dCb consideia- 

Uons clc pine GLomeiiie 

(-) Nous nc voulons pas insisLci siii ccite cLiicIe paiticuheic, ct nout, nous con- 
lentcjuiis crtnoncei ici los deu\ pioposilions siiivanies 
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contact, dn plan UngenL satisfeiont (" 9()) au\ trois equations 


^ 9 ) 


UX vy - 1 - IT’ H- p — Oj 

dll d{> 

O'j. 


div dp 
di doL dix. 


dll dv 


da’ dp 


Considei OJis Vellipsoide (E) defuii pai VeqiiaLion 



La tninsfonnaiLon hoinogi ajdiiquL dcfuiie pen lc!> foi mules 


L 

_ \ 

\ ma -r n 

m \/a 

1 

_ V 

yrnb H- n 

m \fh 

z 

7 

\/mc -r n 

m f c 


oil m et ii designent deiia constantc'y queltonqiics, faii coi i c^pondi a auxiioi- 
niales de (E) celleii dc Vellipsoide (EJ ayant pom equation 

7 ? 

— r? 

rna -h n mb -h n me -I- ti 


SI t on pose 


n ~ nnk , 


tt SI, laissant Vfixe, on faitcioilic ni indifinimenL Vellipsoide (E,) sc tians- 
fonne en line spheie de ties giand niyon, ct sc^ noi males dcvienuent les 
dioites ineai tables dont ttois points deciwent Ics plans dc ^ymeliie de (T) 
Ces dioites deiivent dcs nonnales de (E) pai la li ansfoi mation homogia- 
plaque 

L = T - ™ 

\^a \'d \ c 

qui cst compnise comme cas liniite dans la piemieie (a), et s*en deduit lois- 
qiCoii y inh odiLii Its hypotheses faites sui m et sm n 

La suiftire etucliLC dans Je le\te peuL done cLre considuce conimc line smfacc 
paralkle a un cllipsoide dotU ]es a\cb ont ^landi inderinimcnt 

Si line SLuface quelconque joint de la piopiiete qii’d existe une tians/oi^ 
mation homogi aphique^ tr ansfoi man t ses no i males dans les nonnales d*iuie 
autie sui face et consei <^ant le plan de Vinfini, les lignes de com blue de cette 
sui face pence nt toujoius etie detei minees et admettent pour i epi esentaiion 
sphei ique iiii sysieme d^ellipses homojocales 


H 
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Un poiiiL sitne siir la normale a lo distance A de son pied am a 
poui coordonnees 

ul rA „ (p) 


X = r-+- 


' =r^ 7 r’ 


(P ) 


h design an t le ladical 

(it) /i = \/i^- H- p2 

Remplacons, dans Jes equations (9), x, j , 3 pai Jeurs evpics- 
sions tirees des foimules (10) , les equations ainsi obtenues 

I ;iX -I- c’Y Cl Z -h p ~ hXj 
du dv div dp dh 

A h- I — ' -r ! ^ r=:r A 5 

d'JL OOL OJ Oa O'X 

'k'}}L 7 

definiront le point considere dc la nornialc Pour Liouver requa- 
tion difTerentielle des ligncs dc courbine, nous eernons encoic 
qu’il existe iin ddplacement pour leqiiel le point correspondant a 
line valeur convenablement cboisie de 1 decrit line coiirlie tangente 
a la normale, e’esL-a-due pour lequel on a 

^ U V fP ““ ’ 

rZG etant introdint pom Phomogeneite 

Si Ton diiTerentie dans cette Jiypotliese les formnles (12), la pre- 
mieie donnera 

u dX V e:l\ -4- cp dZ H- X dii h- Y cA’ -h Z d\v h- dp = X dh -j- h dX, 

oil, en tenant compte des deuv suivantes et des lormules (t 3 ), 

( 1 4 ) Id di) — h dX, dX = h dQ , 

la differeiiLiation des deux deriiieres formnles (12) nous con- 
diiira alors aiix deux equations 

/ ^ jdcL rj jdiv ^dp . ^dh 

I X ri — H- Y H- Z c/-- d-^ = / 

f } (Jzc du da da da 


^ .diL 

xr 

da 

r, ,£?CP 

H- Z c/_ 
da 

Xcd4- 

V 

dw 
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EnfiD, I’elmiiuation de X, Y, Z, X eiitre les equations ( 12 ) et 
(i5) nous donnera requatioii clierchee suns foi'iiie de deteiminaiil 


(iC; 


u 

dii 

dll 

, dii 
d-r- 
da 

Ua 

Tp 


do 



0 

da 



(P 

d^v 



~Fj 



p 

dp 

da 



h 

dh 

da 

dh 

,dh 
d — 
do 



d 


dl^ 


161 Cette equation difleientielle oflVe la pins giande analogK 
avec celle quo nous avons foimee ( 11 ° 143) pom^ les cooidonni^es 
ponctiiellcs et la lepetiLion des laisonnements employes au\ 
11 “" 143, '144 nous conduit aux propositions snivantes 


Fo 7 mons V equation Imeaij e aiix dei wees partielles 

(17 j A — -1- B - — ^ G — -l-F 0 =:o, 

c/cc- 0^ op d'j. dp 


qiii admet coinme solutions pai ticulieres les cinq fonctions u, 
e, iV; Pj li de a et de [i Loi sqiton Vatu a ohtenue d\ine nianiei c 
quelconque, les caracteristiques de cette equation, dejinies par 
Inequation difjei eiitielle 


( 18 ; A dp~ — B di dp -h C do.- = o, 

sei out les lignes de coiubure de la suiface, par suite, si les 
coefficients k. et G sort mils, 7 p sei out les parameti es des 
hgnes de coiubure 


Cette proposition geneiale entraine comme consequence le 
theoreme suivant 


I 

I 


Etant donnee V equation 




— - 
£)a ^ da 



G'O, 


ou \\ C^ sont des fonctions quelconques de a et p, si Von 


f 


5* 



COORDONNJEES T \NGENTir LLES 


24 * 

en connatt quatre solutions particiilieres u, liees pen 

la relation 

la surface enveloppe du plan 

UX. -r- Y -h ivZ H- 0 = 0, 

ou G designe une solution qiielconqite de V equation (ig), sera 
7 appoi tee aii systenie de cooi donnees curvihgnes (c/^ ( 3 ) fonne 
par ses ligfies de coiuhiue 

En eflet, Teqaation liocairc de la forme (17)1 a laqiiclle saLis- 
feront alors les cinq quanliles e, (V, h lelaLivcs a ccUc ^\\\- 
face, sera Tequalion (ig) ct, par conscqucnl, a cL [3 seronL Ics 
parametres des lignes do courburc 

Nous avons monlK^ (n" 98) que, lorsqii’oii a oblenii sur une 
surface un sysLeme conjiigiie quelconquc, les coordonndes Lan- 
genlielles /i, c, /j, consideiccs coinine (oncLions des parametres 
a et [3 des deux families conjugiiecs, doivent saLisfaire a imc 
equation lineaire de la forme (19) L’equalion hneaire relative au 
systeme conjiigud forme par les lign.es de courbure se distingue, 
on le volt, de ton Les les autres par la propriete d’admeUre on 
outre la solution 

162. Les thdor^ines precddenls permettonL de foiiner, d’unc 
maniere tr^s simple, Fequation auv derivecs partielles dont depend 
la recherche des surfaces qiu admellcnt pour lepresentation 
splierique de leurs lignes de courbuic deux families de coiirbes 
orthogonales choisics arburairement siii la sphere do I'ayon i 
Soient en effet u^ p, fv, h les coordoiinees bomogenes d’un 
point de la sphere, qui seront hees par requation 

etqiie nous supposerons exprmides en fonction des parameties y, p 
des deux families orthogonales Un sj^slcmc orthogonal trace sur 
la sphere dtant, par cela ineme, un systeme conjngue, u, p, u, h 

r. ,G 
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satisferonL a line eqiiaUoii de la forme 


(21) 


0^0 ^()() 

dx OPj ' dy. 


b|.-C0 = o, 


equation qu’il sera facile d’obtenir d’une maniere explicite, piiis- 
qu’on en connaiL les cjuatie solutions paiticuli^res p, fP, // 
Gela pose, le plan tangent de la suiface, etant parallcle an plan 
tangent coriespondant de la sphere, seia representc pai unr 
equation de la forme 

uX -H Y -H (r Z -t- ^ = 0 , 

oil p devra satisfaire a la meme equation lineairc qiie a, u, iv, 
c’esUa-diie a I’equation (21) II suffira done, pour icsoudrc h* 
piobleine, d’mtegrei Tequation (21), et chaque solnlioii parti- 
culieie de celte equation doiineia une solution paiticuliere dii 
probleme pose 

Supposons, par e^Lemple, que Ton se propose de determmei Ics 
suifaces admettant pour lepiesenLation sphcrique de leurs ligin*'! 
de coiubure un sjstemc d’ellipses splieiiques liomofocales , p, p, 
designant les paramelres de ces ellipses, on aura ici 

{a — b)[a — c)’ {b — a){b — c)’ {c — 

L’equation a laquelle salisfont p, (v sera la sujvante 


(22) 




dfof, 


dp 


dpi 


0, 


et il sulfira dbntegrer cette equation pour obtenir la solution 
complete du probleme propose 

La surface etudiee au le ^9 correspond a la solution 


0 = p -Hpi 

Nous aurons foccasion de revenir sur le probleme general douL 
nous \enons d’mdiquer line solution 


183 Au lieu de poursinvre ces applications pailicuheres, noii^ 
aliens montrer comment on determine les rayons prmcipaiix et Ic'’ 
Jignes de coiubure quand on adopLe iin systenie special de coor- 
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clonnees langenUelles qui a et(^, avcc pliisieurs aiUies systenies 
Lres dignes d’liitcret, employed par M O Bonnet, clans le beau 
Memoir e bur Vemploi eVan nouveau systeme de va? tables dans 
V etude ^de^ pioprietes des surfaces combes {Joiunal de Lioit- 
{>ille, 2^ sene, t V, p 153-266, i860) Voici comment on esL 
conduit a cboisii les variables considerees par rcuninent geometre 

Lorscpi’on etudie la lepresentation spheriqiic, il est natiael de 
lechercber la derinition geometriquc des combes de la surface cpii 
admettent pour representation splieiique les differentes genera- 
trices rectibgnes de la sphere Soit d Tune de ces geneiatrices^ 
coLipant le cercle de riiifmi en un point p La combe qiu liu 
correspond sur la suiface seia CMcleminent le lieu des points clc 
contact des plans tangents j^ai alleles a <fZ, en d’aiities termes, ce 
seia la combe de contact du cone de sommet p cii consent a la 
surface 

Ces coiirbes de contact des cones ciiconscnts dont le sommet se 
Lrouve snr le cercle dc I’lnfini jouissent, relativement aux Iignes 
de courbure, d’une propriety importante que nous aliens signalei 
D’abord il en passe deux par cliacpie point M de la surface, cai 
soient A et B les points ou le plan tangent en M coupe le ceicle 
de rinfini les cones circouscrits de somniets A et B toucberont 
la suiface suivant deux combes passant en M Les deux tan- 
gentes a ces courbes de contact auront pour conjiiguees les ge- 
neiatiices de ces deux cones, c’est-a-diie les deux droites de 
longueur nulle du plan tangent, MA, MB Oi ces deux di Giles MA, 
MB sonl placecs symetiiquement par lapporL a deux langentes 
perpendiculaires quelconques et, en particulier, par lappoil aux 
directions des lignes de couibure 11 en sera done de ineme de 
leurs conjiiguees qiii sont les langentes aux deux combes de 
contact De la le theorem e suivant 

Les courbes de contact des cones en consents a} ant lews 
sou Line ts siu le cer cle de Vinjini deter niineat siu la sat face an 
s} Sterne de coordonnees cm vilignes admettant pour image 
spher iqiie le systeme des genet atrices 1 ectilignes de la sphet e 
Les tangeiites aux deux combes coordonnees qiii passent en un 
point quelconque de la sutface adnieUent pout bissectt ices 
les directions des lignes de com but e 
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Par consequent, si Ton emploie le sjsteme de coordonndes quo 
nous venons de defmii, Fequation des lignes de courbiire pouria 
etre lanienee a la forme simple 

A cl'j?- = o 

et ne contiendra plus le lei me en ch 


16 i Voici comment on veiifie cet important resultat Designoiis 

loiijours pare, c', c'' les cosmos directenrs de la normale en im 
point M de la surface, c, c'^ d' seiont les coordonne^es dii point ?7i 
qui sert de representation splierique aM 
Les expressions de ces cooidonnees en fonction dies paramelres 
(j des generatrices rectilignes de la sphere ont deja 6Le donnees 
{ n'’ lo) Elies sont 


I 23 ) 


, _ J — ctp 


r" P 


— ^ — i' i 

c, — p’ 

Nous eciirons requation du plan tangent sous la forme 




$ 


ou plus simplement 


P 


{) U-=‘P)^ + ‘(H-!/P)jKH-(x-hp)^+^ = 0 

On aura done ici 


“ ^ *P> P-Kn-aP), iv = a-i-j3, p—q 

L’apphcation des formules (9) nous donne d’abord les coor* 
donnees du point de contact On tiouve ainsi 


( jl 5 ) 


■^y 


y -p 


_ _ — 

«-p ’ 


P<tX.q designant les derivees 
s, I les dilnv^es secondes, 1 


premi^iesde ^ En appelant de menie 
equation (16) des Lgnes cle courbiire 
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devieiiL ici 


(26) 


dp d% — dq = 7 di- — / <r/(3- = o, 


et les fornniles g^ndrales ( 12 ) et(i5), qni font connaiLre le centre 
principal et le rayon de courbure correspondant, nous donnent 


( 98 ) 


2R = (^H-y/7^)(a — — q-t 

^ t Y — s — y /7 ^ j 

2Z = t''a^P)(5-Hy//^) — p — 

X -f- iY = — o£p(5 4- \f rt) — 


X, Y, Z, R designant les coordonnees du centie et le rayon de 
courbure Dans toutes ccs formules, on a pris pour 

sorte que \/ 1 1 esL rnis a la^^lace de 


— la valeur 


^ d'j 
^ d[-j 


16f). Les foimiiles pri^cc^dentes se pr^tent a une foule d’appli- 
cations interessantes, tanl a cause de leur siinplicite que du choiK 
des variables auxqnelles elles se rappoitent On pent leur donnei 
une autre forme qui oflre quelques a\anLages dans certaines 
reclierclies 

Nous avons pris pour les cosinus diiecteuis de la normale les 
expressions (23) Les vaiiables a, p poss^dent ce grand avantage 
de se transformer par la meme substitution lineaire quand on 
eflectnCj soit un changement d’a\es, soil un deplacement de la 
surface Mais, dans certaines applications ou il s’agit de surfaces 
leelles 'a dt^teiminer, les variables complexes a et p offrent un 
inconvi^nient resultant de ce qu’elles ne sont pas imaginaires con- 
jugates Nous avons vu que, pour tout point reel, a a pour con- 

juguee — -p Nous changerons done, dans les formules ( 28 ), p en 
— donnera pour les cosmus directeurs les expressions 

suivantes, deja employees au n° 31, 


. 29 ) 


P H- g 

I -i- ap ’ 


c' 


I 


hzl, 

I -h gp 


gp — I 

1-4 gp’ 
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et nous piendrons pour Tequation du plan tangent 
(3o) fa -f- -T- (ap — -h ^ = o, 

q sera maintenant une variable reelle el cfj [3 des variables iinagi- 
naires conjuguees touLes les fois qiie la surface sera reelle, ctqiiM 
s’agira de plans tangents reels 

Les coordonnees du point de contact du jolan tangent auionl 
maintenant pour expressions 

T + ap ’ 

__ — __ 
i-t- ap 

_ cf(t-7?c.-ryp_) _ 

I ap ^ 

L equation differentielle des lignes de courbure sera 
^^ 2 ) dp dec — dq d^ = 1 dP- — i c/p^ = o, • 

comme dans le cas precedent 

Et enfin les foiniules faisant connaitre le centre cL Ic rajon du 
coiubure deviendront 

2R = 5 — y)a— y p -f- (^l --F ap )(^5 -j- yJTl), 

2Z = y?a — ^P~-(i — aP)( 5 H- 

^ iY = — p -1- p 

X-hzY = — y + 

Soui, cette forme on reconnait immediatement qu’elles four- 
niront pour X, Z, R des expiessions essentiellement reelles. 

On passera d ailleurs du premier systeme de formules au second 
en faisant la substitution tres simple 

‘ 34 ) p=^-l, t-" 

^ p'’ ^-p^- 

Eniin on obtiendra egalement sans difficulte I’^qiiation diflcren- 
tielle des lignes asymptotiques, qm estici 
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et I’expression de I’element liaeaiie 

( 36 ) ds-^ {z d'-j, — dq){z cl^ dp), 

qui se presenLe ainsi decompose en ses deux facteurs 


166 11 ne sera pas muLile d’examiiier, en viie cles applications 
iilterieiires, ce que deviennent les coordonnees p, ^ qnand on 
change les axes coordonnes ou, ce qui est la meme chose, qiiand 
on deplace la surface Consideions d’aboid le systeme pnmitif 
dans lequcl Tequation du plan tangent est 

(i — ap)\ -H t(i c/p) Y -h (a-h P)Z -f- ^ = 0 

Qiiand on nnpiimera a la suiface une translation de compo- 
santes 1, p, v, il faiidra, dans T equation prccedentCj lemplacer X, 
Y, Z par X - — \ Y — p, Z — v, la nouvelle valeiir de q seia done 

(07) ^ — X(i — aP)- P)v 


Imaginons mamtenant que I’on fasse toiiiner la suiface autoiu 
de Foiigine des coordonnees Si nous remarquons que, d’apres 
Icur definition, a et [j sont les coordonnees symetnqiics du point 
771 qiu, sLii la sphere de rayon i, sert de representation siiherique 
ail plan tangent, il resultera des propositions developpees (Livrel, 
Chap Til) que le^ non veil es valeins a,, des cooidonnees a p 
s’obtiendiont par une m^nie substitiiljon lineaiie eOecLuee sur a 
et sur p On aura 


( 38 ) 


71 ^ 71 

^ q 


Designons par la nouvelle valeur de q La distance de I’ori- 
gine au plan tangent n’ ay ant pas change, on aura 


(39) 


qp _ 

^1— Pi 


ou, en remplacant 7 , p par leurs valeurs 


( 40 ) 


? = 


— /?/?) 

q)(p?>i-^q) 


La question propos^e est done completement lesolue, cn ce qiu 
concerne le premier systeme de coordonnees 
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167 Eq reprenant la m6me methode pour le second, dans 
lequelle plan Langent a pour (^cjuaLion 

X(a ^ (3) -I- iY( P - ^) -+- Z(ap - i) -h ^ = o, 

ou en passant du preiniei sjsLenie au second par la siiLblitulioii 
(34)j on verra qu’ime translation (X, p, v) de la surrace donne la 
nouvelle valeui de q 

\i) ^1 = ^ _A(a-4-P)-if-i(p - a)— v(ap-i) 


El de nieme line rotaiion aiitour de Toiigine des coordonnees 
sera definie par les formules 


(42) 




niai-h ?i Q 

: y P = , ■> 

poLi-hq npi—m 


a,, pi, qj designant Jes nouvelles coordonnees Si la rotation esl 
reellc; on pouira prendre (n‘^ 29) 




/;?o, /?y designant les iniaginaires conjugiices de in ct de n Les 
equations piecedentes doiineiont alois 


M4) 


a 

> 


m ^2 + n Q __ pi -H 

— ;io ai H- ;;^o ^ ' — n^i-^ m 

^ ?nniQ-h n/iQ 

{m^ /loccj) 


Ces formules nous seront utiles dans la tln^oric des surfaces 


minima 
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CHAPITRE Yin. 


APPLICVTIOJNS DI VERSES 

Applications des foimules relatives aii\ lignes cle coiubuie doanccs clans le Cha- 
pitrc precedent — Tiansfoimation cic IM Lie clans laqiielle Ics lig;nes do coui- 
buie d’une suiface coircipondenL aii\ lignes osj^mptoLiqucis cle la Liansfoimee 
— Transfoiixialion par cliiccLions locipi oqucs — Relations cntre Ics dlornents 
coirespondants dans ccLtc liansIuimaLion — Dc Tinveision dans le sysLcine 
cle coordoniioCb ( a, ;) 


168 Nous aiirons a faire diffi^renles applicalions cles sysLemcs 
de fonniiles developpes dans Ic CIiapiLre preci^denL Des apresenL, 
nous allons eLudierles stiivantes, eL, connne ils’agit de rechcrches 
generates, nous emploierons de pi^ference le premier sysleme de 
formules etudn^ dans les n"^® 104 et 166 
Remarquons d’abord qiie Teqaalion difTerenUellu (26) [p 243] 
des lignes de courbiire esL idenliqiie a PcquaLion dinTcicrilielle dcs 
lignes as^nqDtoliques donnee an 110 De la ce premier rebulLaL 

A toiite SU1 face clont on connaU les lignes asymptotiques on 
pent faille coi 1 espondre line sm face dont on saiu a detei minei 
les lignes de cow bw e et vice veisa ( ’ ) 


(‘ ) Le lapprochement des foimules clonni^es au\ 110 et 16 i nous conduit an 16- 
sultat siiivaat Dcaignons pai , c les cooidonnees cl’un point de la suifacc 
clont on connait les lignes asymptoLic/ues, ct pai p et q les deiiveci. de z consi- 
ilerees conime fonction de x et dc j', soient Y, Z, P, Q les ciuanLiLes analogues 
lelalives a la surface tiansforniee dont les lignes de couibuie coiiespondcnt au\ 
lignes asymptotiques de la pieniieie On auia 


V , vr px^qr 

X -{- zY == — Z — X ^ y 

11 

i 

([ — X 

X ->r q 

= ^ + ^ 

Q=: 

q — X 

x+q 

2 _ poc-^qy 


q — X 



La throne des transformations de contact permet d’ailleurs de d^duire touLes 
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Nous avons deja signale (n“ 137 ) cello belle proposilion due a 
M Lie, nous nous coulenlerons dc remarquer u. que dans I’e- 
qualion( 3 o) [p i-lo] dcs bgucs asymploLiqucs, a cl fi dusigneni 
des quantiles reelles poiu loulpoinUecIdc la surface, l.iiidis quo, 
dans cellc des lignes de courburc, cl (3 sonl des v.iri.diles com- 
plexes, mfime pour iin poinl reel , ]iai consequciil la corrcipon- 
dance definic par la proposilion pidcedcnlc uc saurail exislei 
enlie les elemenls reels dc deux surfaces reelles 

169 Envisageons mamlciianl I’^qualion diflercnliclle il<‘s bgnes 
de courbine 

dp d'x — dq = / d'Jp - — / d^- ■= n, 

elle possede de nonibicuscs piojincHcs ijm doniiciil ionics nais-' 
sance a des tlieoremes de Gcom(^Liic. 

D’aboid elle iie change pas dc forme si Ton rcmpbice ; pa? la 
n oil veil c variable 

^ 2 ) ^ ^ q -{- A ap -h 13 a + G p -h 1 1 } 

A, B, C, D designaiiL des constanlcs quclconques 

Pioposons-nous dc definir gdomiSlriqncmcnL ccUo iMiisfor- 
m a Lion 

On peiiL evidemnienl I’obLenir par la composiLion des di‘ii\ 
sin van Les 

La premiere equivaui, on le reconnaiL aiS(5mcnLj a nnc Uans- 
lalion dc Tongme des coordonnees, lasecondc rcmplacc lasiiiraoe 
pai line surface parallele meuee a la disUnce A de la jircmicre 
On salt cn effet que, siir deuv surfaces parall^jlcs, les lignes dc 
courbure se correspondent Ainsi la premiere proprielc ({iii so 
pvesente a nous de PeqiiaLion difFtSrenlielle des lignes de courbure 


res foi mules des lelations 

\ -i- z Y — — c — jcZ, x{yi — i'\) ~ ^ yy 
qui conLiennent seulement les cooidonn^es des points coriespondants 
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n'esl que la Iradnctioii analyliquc cl’iiDe proposition geometrique 
jinporLaote, mais tres conntic 


170. Le deplacement le plus general de la sin face proposee se 
traduirait par une subsUtution liiieane quelconque effectuee siir a 
et sur [3 Cela nous conduit a la proposition generale suivante que 
Ton verifiera sans difficulte • 


V equation diffej entielle (i) conserve encore sa Joime si Uon 
mhstitue a a, [3, \ les vaj tables |3', definies par Vane ou 
V autre des substitutions 


13) 

(4) 


A a' -1- B 

Ga'-f-D’ 


a 


AP'-hB 

CP'H-D^ 


p _ Ai P' -I- B, 
" Cl p' -h Di ’ 

p _ Ai t/' -h Bj 


?' = II^(C«'-f-D)(CiP' -nD.), 

e=:H^(Cp'-hD)(Cr/-^DO, 


ou A, A,, , H designeni des constantes quelcojiques 


Par consequent les formules ( 3) on (4) font connaiLre une trans- 
formation de suifaces qui conserve les lignes de couibiire Nous 
laisserons au lecteur le soin de demontrer que cetle transformation, 
qiiand elle est reelle, pent loujouis etie obtenue par remploi com- 
bine d’un deplaceineiit, d’une transformation homotlietique et de 
la suivante qui, au premier aboid, pouirait paraitre Lrop parti- 
culiere. 

k designantune constante quelconque, pienons 


(5) 


, I -4- /i Q 

“ = TtT/ P’ 




I -H L 


? = <; 


Ges formules font correspondie auplan (P)ddfim pai Tequation 

(r — aP)X 4- t(n- ap) Y (a -4- p)Z -f- ^ = o 
un autre plan (P^) ayant pour equation 

(i c'p)X-f-i(i-hap')Y -h ~ y GcJ Z -h ^ — 0. 

Nous voyons ddja que deux plans correspondants se coupent 
dans nn plan fixe, le plan des xy Voici comment on aclievera 
de definir la transformation 
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Associons au plan (P) cle la premiere figure le point m donL les 
cooidonnees sont les cosinus diiecteiirs dela noimale au plan. 


c = 


T — ajj 

VITp’ 



c' = 


a -1- P 
a — p 


Ce point se tiouve siir ]a sphere de rayon i et, si Ic plan (P) en- 
\eloppe une siiiface (5), il est la representation sphcn'ique dii 
point de contact Je (P) et de (S) 

Associons de nieme an plan (^P^) le point doiU les coordonnecs 
soni 

I— a'p' i-ha'p' a' H- p' 

ci dont la relation a (P') est la meme qiie celle de ? 7 i a (P) Les 
lormules {^5) expiiment, on le -s^eiifie sans rhfficultc, quc les points 
/7?, sont en ligne droite avec an point fixe siLue a la distance A 
sur l’a\e des ^ De la resiilte la definition geomcLriquc complete 
cle la tians formation 


Soiejii (5), (2^) deux slu faces coi ? espondantes Les plan^ 
tangents a ux points correspondan se coupent dans un plan 
fixe {XL) La images ^phei iqiies des points cof i espondanis sur 
La spliei e de i a} on x^placee dhine maniere quelconque dans 
I espace, sont invei ses Vane de V aiiti e pai i appoi t d un point 
fixe A, situe sur le diameti e de La sphei e qui est pei pendicu- 
laue au plan (IT) 

Celle proposuion permet evidemment de constimre Jes plans 
laDgenis de ^_i ) tpiand on connait ceiix de (S) En cc c[ui concernc 
les poiiils de contact, nous ajouteions la remarque sinvantc quc 

oil pom ra \erilier, mais qui resulteia aussi des propositions 
etahlies plus loin 

La d, one qui joint les deux points de contact con espondants 
pai allele d celle qui i elie les images sphenques de ces 

ft PUT f-' J- j. 


es relations que nous venons d’mdiquer entie les elements 
correspondants sont evidemment rgcipioques et, par consequent, la 
nansformaiion est inoolutioe Cette piopnetd la rapproche de 
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I’lnversion y M T .agiierrc, qui I’a etiidiee crime maniere delaillee, 
liii a donae, pour cetLe laison, le nom de Li ansjoimalion pat 
du ec Lions ? ecipi ocjiies (*) que nous adopterons dans la suite 
Mais la consLrucLion prec(^denLe donne lieu a une autie remarcjiie 
essentielle, la transformation n’cst pas unwoqae et elle fait, en 
g^neial, coriespondre a ime surface (S) deux surfaces (S'), ou 
pluLot deux nappes dilTerentes cl’iine meme surface En effet, si 
Ton consicleie une region de la surface (S) pour lacjnelle le sens 
de la noimale soit paifaitement defini, chaque point de cetle 
legion aura une leprdsenLaLion sphcriquc, completement detci' 
ininee par le sens de la normalc, el la construction indiqiiee 
plus liaiiL fera connaiLie, sans ambiguiLe, le plan tangent de la 
SLiiface coriespondante , mais cettc construction doniiera cvi- 
deinment des elements dilFcrents si I’on change le sens dc la iior- 
malc en Lous les points de (S) C’est ce que deinontrent, du lesle, 
les forrniiles suivantes, ec[uivalenles aiix relations (5) 

Soient 

U C -\- VJ -h WZ 'i- p = 0 , 


ii'u' -f- -h iv' z ^p' — o 


les equations de deux plans coirespondants , dcsignons, pour 
abr^ger, par h el par A' les radicaux 

±: \/ ii - -h V- -h fp-, dz \/ li'- -h p'- -i- <p'“ 

Si nous posons 

u = \ — ap, t; = £(n-a|3), (p 7 -H Pj jP = A “ a — fJ, 

a' — { — a' ph p' = i(i -H a' p ), w' = a' -i- P', p' = Jd = a' — p' 

les formules (5) nous donneront 

(p' -4- h' — 

(p' — h' — ^ ( fp -H /? ) 

I -h A. 

La presence du radical li montre bien qu’a un plan donne 



(') LioucREir, Siu la ti ansfoi mation pai du ections i ecipi oqiLei> {Coniptef^ 
lenduSy t XCII, p 71, iSSr) 
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corresponclenl deux plans differenL^^j ([u’ll seiM iinp()ssil)le dr 
s(iparev analyLiqiiemeiiL lauL que la vaiMaJjlo // nc* si‘ra pas iin carre 
paifail 


171 Puisque la traasrormaLion preredcnlc coiisci‘V(‘ los h^nes 
Je coinbiuc, die iera corrcsponclre nrcessairiMuenl line splieit* a 
Line sphde On vcrilie ccLlc piojiosilioa do la niann'ro snivaiilc. 

L'equaUoii LangcnLiclIc d^inc splion* donl Iv lavin osl K r[ ilunl 
le centre a pour coordonn(5cs x, ]% z esi 

(,7) itcc -i- -i- r' z -h/i - IW/, 


A ay ant la significaUon doja donncL' , car c‘oU(‘ ('([iiadon cxprinu^ 
([ue la distance du centre an plan Langinit i‘sl (‘onsLiinlL* Pmii* 
obtenirlci sui face con espondantCj circc tuons la snlishtuLinn dt'llnie 
paries formulcs (6) Nous obticndions FcMpiation 


U X V V ■ 


r j /l , , , , I — / 

[rri ('*' - j-., 7, ' 

oil, en ordoiinant el elTacanl les accents, 


lire + pj' 


2 /H\ , ,Az I , 


Cette equation, de meme foiine quo r(j([uali()n represente 
une sphere doiit le centie j ct Ic laNon JC soul delliHs 
par les formules 


(8) 



IV = 







qui donnent aussi 
(9) 



1 A 
r-^ 

A 

i-hA 


(--+H) 


el, par consequent. 






RK 
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11 SLiU cle U qii’a une sphere (S) de la premiere figure, iepi6- 
sentee par Tequation ponctuellc 


coirebponJ une sphere (S') de la seconde, ayant pour equaLion 


X2_j_Y2 -I-Z2— 2a:X — 27 Y- 


ifr-hAO-' 

I - A2 


AKl 


Z-hT--hy--h^- — R2 = o 


On veil que les deux spheres (S) et (S') coupent le plan de^ 
c’cst-a-diie Ic plan (H) de la transformaLion, suivant 1111 meme 
ceiclc 

Appelons V, V' les angles, dcfinis par les foi mules 

- „/ 

COsV “ C03\'=^, 5 


que font les deux spheres avec le plan (fl) Les formules (9} nous 
donneuL enLie ces angles la iclaLion 

i-hcosV' _ / i-h/c y j — cosV 

1 — COSV' \I — /t/ IH-COsV’ 

que I’on peiiL lamener a la foime simple 

, V V' t -4 

(w) tang- tang- = 

Supposons que Tun des deux angles soil conslanl, il en sera de 
meme de I’anLie, de la resulle un moyen nouveau de deLernunei 
la siiiiace (S') coirespondanLe a une suiface (S) O/i consti uu a 
les sphei es (S) iangentes a (S) et coupaiit le plan (Ilj sous an 
angle constant a Par V inlet section de chatjue sphere (S) et 
da plan (11) on fera passer une sphei e (S') coiipant (H) sous 
un angle clonne ^ U enoeloppe des spheres (S') donnei a la 
siujace (S') cot 1 espondante a 

Uiic spheie de rayon nul doiL etre consideree comme coiipant 
un plan ou une sphei c quelconque sous un angle injini La con- 
struction piecedente conLient done la suivante comme cas pai- 
tiCLiliei 


On consti uir a les sphei es (S) tangentes d (S) et coiipant le 
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plan (n) sous uu angle constant (') Les spheres de layon 
mil passant pai V intei section de cJiaque sphei e (S) et dii plan 
(11) deciiioni line sw face (3]') con espondante a (S) a^>ec com 
sei ^^ation des lignes de com bit? e 


Bien anterieiirement aiix (Etudes re^ccnLes siirles Lransfornialions 
qut conservenL les hgnes de courl)ure, cL a une epoque oii Ton nc 
connaissait, parim ces transforinaLions, qne I’mversion eL la 

par laquelle on passe d’une surface a la surface parallele, 
M. O Bonnet avait fait connaiLro une Lransfoimation qiii esi 
corapiise dans la precedente et qai correspond an cas paUiciilicr 
ou Tangle 7, est droit (-) 

Mais on peutj si Ton einploie les spheies, olitenir unc con- 
stuiction geoinetrique encore plus simple de la liansfnimation 
Les formules (p) nous inontient en efTet qii’iine sphcic coincidcra 
avec sa transformee, ton Les les fois qne Ton am a 

7^' (- — H) 
oil 


Dapies cela, si Von considei e toiUes les sphei es (S) tangenics 
d line surface (2) et coiipant le plan (11) sous an angle con- 
stant , de cos uius e gal elles eiwelopper only en nuane temps 

qne (2), la surface if!) hoinologue do (2) dans la tt ansfom 
rnation consider ee (f) 


(’) Poui obtenii Tanglea^, il sufliL dc fairo, ddns la foimiilc (lo), tang— 
On a ainsi ~ 


tang 


A --I 
k + 1 


i 


melius. clesu, faces, eciproQucs {Comptc<, 

(•)Si laconstanleAest plus petite quo I’uniti, les spheres ( S ) nc coupeat pas ir 

plan (D), mais le rapport ^ est toiijours constant C’est dans celte IiypolIiLse 
qu’esL iracce la pg lo 
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172 La deimere proposition que nous venous creiioncer pcr- 
ineL de donner line definition geomt^tnque simple de la transfoi- 
mationplas generale que I’on obtient si Ton souinet une figure 
et sa tiansformee a une meme mveision. A Loutes les spheres qui 
coupaient le plan (IT) sous un angle constant, I’lnveision faiten 
effet correspondre des spheres ou des plans con pant une sphhe 
five (S) sous im angle egal et constant Ainsi 

St Von const! iiit toutes les spheres tangentes a une siu face 
(A) et coupant une sphei e fixe (S) sous an angle constant, 
elles enveloppei ontj cn nieme temps que (A), une sm face {M) 
ijui con espondi a a (A) apcc consei nation des lignes de com- 
bin e 

Si la sphere (S) se reduit a un plan (II), on retiouve la tiaiis- 
lorination par diiections reciproques. 

II lie sera pas inutile de demontrer la proposition precedente 
d’line maniere Lout a fait elcmentaire Nous exaimneions en pre- 
mier lieu le cas ou Tangle constant cst droit. 

Considerons Loutes les spheres (U), qui ont leur centre sur une 
surface (5) et qiii coupent a angle droit une sphere (S) de raj'oa 
R Le centre 0 de (S) ayantla puissance constante R- par rapport 
a toutes les spheres (U), les axes radicauv de trois si^heres quel- 
conques (Q), ct par suite la corde de contact de chaqiie sphei c 
avec son enveloppe, viendront passer par le point O De la resulte 
la construction siuvante de T enveloppe 

Les deuce points de contact de la sphere (U) de centre M a^ec 
son enoeloppe se ti ouoent d Vintei section de cette ^phei e et de 
la pei pendiculaire abaissee du cenUe 0 de (S) siu le plan 
tangent en M d la surface lieu des centres {'Z). 

Soient [j, [jl' ces deux points places symetriquement par rappoit 
au plan tangent de (S) On aura evidemment 

0 |ji 0 [j' = 

R designant le rayon de (S), et, pai consequent, les deuv nappes 
de Tenveloppe seront inverses Tune de Tautie par rapport an 
point O 


D - I 
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M Moutarcl adonne le no\\\ di^inallctginatuj lies 
qiii ne cliangent pas qiiand on les souiiiet a une jnveision deter- 
minee Les deux nappes de renveloppe pi'(§c6denie consiituent 
done une surface qiii est analJagmaLique par lapporL au pule 0, 
et, recipioqiiemen Lj il seiaiL aise de Ic monUer, loiiLc siufacc 
anallagmatique pent etre oblenue par la genc'ralion pieccdcnte 
D'ailleuis, comme les deux nappes de Fenveloppc sonL inverses 
Tune de I’autre, les Jignes de combure Lracccs siir ces deux 
nappes se coiiespondent une a une 

Eludions inamtenant le cas general ou les spbencs variables (U) 
coupent la spheie fixe (S) sous un angle constant qui n’est pas 
dioit Nous comniencerons par etablir lo Icnime suivanL . 

Si des sphei es vai tables (U) coupent une sphei e fixe (S) som 
nil angle constant, different de zero et de tc, on peat toujoui s, 
en ajoutant une constante d tons leui s j aj onsj les ti ansjonnev 
en des sphh es (U^) €[111 coupent d angle droit une nphei e Jixe 
ifi) concentricjiie d (S) 

SoienLj en eflet, p et R les rayons des spheres (U) cl fS), d la 
distance de leurs centres, a Tangle constant sous leqnel dies sc 
ronpent, on aura 

r/- = p2_|^ P(2 — 2pR cosoc, 

oil encore 

c/2 = ( P ^ FI cos a R2 sin 2 a 

Par suite, si Ton ajoute la quantili^ constante — Rcosc/ an 
rayon p de (U), ce qiii donnera une spb^ie concenli ique (U' i, 
ectlG splicre (U') coupera a angle droit la sphere fixe (S^) conceii- 
inque a (S) et de lajon Rsma 

Ce lemme etant etabli, si nous envisageons toules les spbcics 
(^U) qui dependent de deux parametres et coupent (S) sous un 
angle donne, elles envelopperont une surface a deux nappes (A), 


(’) IMoutvrd, Note sur la transformation par rayons vecteuf s 1 ecipi oguQS 
{Nouvelles Annales de Mathematiques, 2“ s^ne, t III, p 3 o 6 , 1864 ) 

Sur les surfaces anallagmatiques du qiiatrieme 01 die (ni^nie Recucil, I III, 
p 53fj, 1864 ) 

Lignes de courbiire d’line classe de siu faces da quatr leme ordie {Comptes 
rendus, t LIV, p 243, iS 64 ) 
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(A') Les spheres concentuc|ues (U'), qui coupenL k angle droit la 
sphere (S'), envelopperont une surface a deux nappes (B), (B') 
respeclivement parallels a (^A), (A), ct, conrme les lignes de 
courhure se correspondent sui les deux nappes (B), (B'), qui sent 
inverses Tune de I’autre par rapport au centre coiiimun des 
spheres fixes (S), (S'), il en sera de nidnie en ce qui concerne les 
deux nappes (A) et (A') La proposition que nous avrons en vue 
se trouve amsi etalihe dans toute sa generalite 

Soumellons la figure pri^cedente a une inversion dont le p6le 
soil sur la sphere (S). Cette spliere se transforiiiera en un plan 
(n) , les deux nappes (A), (A') se transloimeroiil en deux nappes 
(C), (C'}, qiuseiontl’enieloppe commune d'unerainillc de spheres 
(U") trans for Hides des spheies (U) et coupant pai consequent le 
plan (n) sous un angle constant En d’auiies lermes, les nappes 
{C) et (G') se deduiiont Tune de I’anlie au mo>en de la transfor 
mall on par diiections recipioques la plus generale Or on pent 
passer de (C) a (C') en elTectuanL les transfoiniaiions suivantes : 
1 “ une inversion qui transforme (C) en (A), 2 ” une dilatation qui 
lianslorme (A) en (B), 3" une inversion qui tiansforine (B) en (B'), 
4“ une dilatation qui transforme (B') en (A'), 5“ une inversion 
finale qui transforme (A'} en (O') Ce lesullat est conforme a une 
proposition generale de M Lie (') d'apres laquelle toutes les 

(') Dans le IVkmoire ckjt'i cite, mserd au t V des Mathcmatische Annalen, 
iM Lie a fait cnunaiLie ton Les les tiansfoimaLions dc contact qui conseneut les 
Ii^nes de couibuie, il a meme signale (p iSG) le cas paiLicnhei de la liansfni- 
mation par diiecLions recipioques, mais ceLte ti anstoimation avait ete deja 
donn^e dans dilTeicnls tiavaux de U Ribaiicoui Vou ^ en paiLiculier, Rikiucouh, 
^oie su? la de/onnation des su? faces {Coinjite^ lendiis, t L\X, p SSa, 
1S70) 

Sous line foime differcnte, elle d dLel’objet des eludes de raiiteui publiees dans 
les Notes \ et l\ du Mcnioii e siu une classe lemaiqiiahle de cow bes et de 
siu faces algehnques^ xS^S 

Les tiansfoimations gen^iales consukit^es par M Lie dans aou Memoire peiivent 
^Lie dt§finies d’une mani^re dldgante si Ton emploie les six coordonnu^es de la 
sphere leliees par Tuqualion 

6 

^ = 0 

1 

et ddfinies au n° 156 II suffiL, poui les obtenii, de fane coiiespondre a uuespheie 
de cooidonn^es m, la nouvelle sphdie dont les cooidonnecs se dedursent des 
prececlentes pai uue substitution lin^aiie oitliogonale a coefficients constants 
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transformations de contact qui conseivent les lignes 
se ramenent a des inveisions et a dcs dilatations 


de courbure 


173 Reveiions aux resultats qiie nous avons obtenus relalive- 
ment a deux spheres qui se correspondent dans la transfoiiiialion 
par directions leciproques Ils vont nous peimeltre de completer 
les consti actions precedentes et de faire connaitre de nouvelles le- 
lations entre les elements correspondants. 

Fig 12 



Considerons dans la premiere figure une surface el pienons 
pour plan du tableau {fig 12 ) le plan mene par iin point quel- 
conque M de cette surface perpendicnlaire ala fois an plan (H) de 
la transformation et au plan tangent en M a (2) Soil MC la trace 
dece dernier plan, si nous constiuisons la sphere (U) tangenle enM 
a (2) et coiipant le plan (11) sous un angle constant dont le cosinus 

soit y? nous savons qu’elle enveloppe, en mdme temps qne (2), 

la suiface (2^) qui correspond a (2) Soil W le point de contact 
avec (2^), le plan tangent en M' a (2') et le plan tangent en M a 
(2) de\ant coupei le plan (11) suivant la meme droite, le point W 
bcra dans le plan du tableau et on Tobtiendra en menant dii 
point C, ou la droite MC rencontre le plan (H), la seconde tan- 
gente au cercle suivant lequel la sphere (U) coupe le plan du 
tableau, II suit de la que le cercle deent du point C comme 
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centi-'e avec CM pour rayon passera par le point et coiipeia 
normalement les surfaces (5), (S') en M et en M'* Ainsi, si Von 
construit tons les cei cles normaux a la fois a (S') et an plan 
(ri)j la sill face (S') coupera tons ces cet cles a angle cli oil 
D’ailleius, comme les deux plans tangents CM, CM' se corres- 
pondent clans la transformation, on pourra leur ajDpliqueii' la for- 
mule (lo) etablie pour deux splieies coirespondantes quelconcjues 
et, si Ton designe par V, V' les angles de ces deux plans avec le 
plan (n), on aura 

^ y V' I 

tang- tang— = 

° 2 ® 2 i-h/. 

Si Ton tient compLe clu sens des normales aux deux plans, on 
aura 

V = MGS, V' = ]vf^ =b ^ 


et, par consecpient, 


/. 4- I MGS 
Lang 

/l — I ”2 


Cette equation qin d^fmit le point M', qtiand on connait le 
point M, exprime que le rapport anliarmonicpie foime snr le 
cercle par les quatre points M', M, S, S' est constant et egal a 

y • On obtient done le tlicor^me suivant, qui est du a M Ri- 

baucoLir et qui est compris comme cas particulier dans une pro- 
position gendrale sur laquelle nous anrons a re^enii 

Etant donnee une surjace (S), on construit tons les ceicles 
normaux d la fois d la suiface et d un plan fixe (11) Ces 
cercles sont normaux d une famille de sin faces (S') qui sont 
defimes de la maniei e suwante ' Pour chacune d^elles, le 
rapport anharmoniquc du point oil elle coupe chacpie cei cle 
normal d (S) et des t?ois autres points ou ce meme cercle est 
coupe par (S) et par (11) est un nombre constant Les surfaces 
(S') sont celles qui clerwent de (S) dans les differeiites trans- 
for'mations par directions recipi ocjues qui admettent le meme 
plan (n) 

On pent signaler encore d’autres relations gdometriques. Si, du 



262 


LIVRE II — CH\P VllI 


centre P de la sphere qui enveloppe a la fois (!]) ct (2^) on abaisse 
ime perpendiculaire PR sur le plan (H), elle coupe le ceicle en un 
point Q qiii decriL ime siiiface normale au cercle, comme il est 
aise de le demontier. En effet, la tangente en Q et la ligne M1\P 
coupant ra\e SS' en im meme point H, on a, en vertu d’une pro- 
position'd e Geometne element air e, 



= tanor- 




■ tanff - 


M'CS 


ou, en tenant compte de la forinule donn^e plus haut, 


QCS ^ //c-hi 
tang— = tang 


MGS 


le rapport anharinonique des points Q, M, S, S' etant constant 
en Yertu de cette equation, la surface decute par le point Q est 
bien normale au cercle et elle correspond a (2) avec conserva- 
tion des lignes de conrbiire On a d’ailleurs 

Sip’ = MQ X MQ' = PR' - RQ^ 

on, en remarquant que MP, PR sont lids par I’dquation (i i), 

RQ= 

on obtiendra done la surface lieu du point Q, en rdduisant dans le 
rapport de \J l — A*- a i les ordonnees perpendiculaires au plan (11) 
de la surface lieu du point P. De la le thdoreme suivant . 

Si I on consider e toiites les sphei'es (U) dont les centies de- 
erwent une surface (S) et qui coupent un plan (II) sous un 

angle constant, de cosinus egal d elles eweloppent une sui - 

face a deux nappes (2)^ (2') dont les lignes de courbure coi res- 
pondent point pai point cicelies de La surf ace (S') ohtenue en 
reduisant, dans le 1 appoj t de f i — A- d i, les ordonnees de 
(S) perpendiculaires au plan (H). 

Si, par ex:emple, la surface (S) est du second degid, ce theorem e 
permettra de determiner immediatement les lignes de courbure 
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des deux nappes (2), (S'), elles correspondrontj en eCTet, auK lignob 
de courbLire de la surface (S') qui sera ici du secoad degre. 

174. No us aliens mamtenant chercliei ce que deviennent le^ 
formiiles relatives a la transformation pai rayons vecteurs leci- 
piocjues, quand on emploie le systeme de coordonnees (a, [3, ?) 
Soient 

X _ Y _ Z _ A 2 

X y ~~ 

les formules de la transformation An plan 

(12) aX -!- P Y -H tPZ -i-/7 = 0 

correspondra la sphere 

lix vy z ■+■ y~~^ Z-) = 0 

A." 


Clierclions I’i^qnaLion tangentielle de cette spheie, c’est-a-clue 
la condition pour que le plan 

u'x H- pV -1- w'z p' = o 

1lii soit tangent 5 rapplication des metliodes elementaiies nous 
conduit a ] ’(Equation cherchee 

' -+■ Ull' -h ±1 IV- w'- = 0 

Introduisons les cooidonnees a, (3 a la place de Uj p, fv, p et 
a', a la place de p', (-p', />'. L’dquation prdcedente prendia 
la form^ 


A2 


aap -h aa'P' — (a -h (3 )(a' -H p') dz (a — (3;(a' — P') = o 


En prenant successivement le signe H- et le sigiie — , nous 
aurons les deux: Equations 


(13) 

(14) 




qui realisent, en quelque sorte, le dedoublement de I’lnversion 
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Ces formiiles se rameneiiL I’une a raulie quand on ecliange a el (3 , 
C'L cet echange nc modifie en iien requation d’un plan dans \c 
sjsteme (a, | 3 , ^), nous pourrons done nous borner a cod - 
siderer une seulc des deux equations. Nous choisirons la ior- 
niule (i3) 

Quand le plan dcfini par T^quation ( 12 ) enveloppe une surface 
('S), ^ est une fonction donnee de cf et de |3, et la sphere definie par 
requation (T3)en7 ', q' enveloppe la surface (SO coirespondanLe 
a (S) Poui avou le point ou plutot le plan de contact de ccLie 
sphere avec son enveloppe, il faut apphquer les pnncipes §enerau\ 
de la iheoiie des enveloppes et joindre a Tequation (i3) ses deu\ 
deiivees pai rappoit a c/ et a p, ^ ^Lant consideree comme une 
fonction de a et de p En appelant p el q les derivees pieinieres 
de on trouve ainsi le systeuie 

(r5j 


qui determine a', pb en fonction de c/ et de p 

Si Ton differentie niaintcnant la premiere equation (i5j, en 
tenant compte des deux autres, on trouve 

^ = A 2 ( p — p ' ) ca ' -f- /. H a — a' ) p ^ 


On am a done, en d^signant par p'^ les derivees de pai 
rajipoit a a', p^, 


ri6) 


j ^/ = A2(P^P'), 
I ~ A2| cc — a') 


Les foimules (i5), (16) definissent toutes les lelations enlre les 
elements correspondants des deux surfaces Elies fournissent le 
tableau suivanl : 



a' = a ^ j 

P 



9.' = 


A2 

— j 

P 


P' 


c 

- ? 
p 


(17) 
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d’oLi 1 dtiduil, par un calcul facile, 

djj' drL — dc/ d^j ~ — "■ ( dp dv — drj d^ ) 


Cette equatiori elablit de nouveaii que rmversion conserve Ics 

h ernes de coiirbuie 
o 

II imporle d’cLablii neltement ce qui distingue, au point de viie 
geonfK^trique, les formiiles (i3) et (i4) Quand on ecliange c/ et p 
I’equation du plan tangent ne change pas et, par consikjuent; on a 
tOLijoius la m^me siiiface, mais le sens positif de chaqiie norinale 
est evjdemmcnt change Ccla rcsnlte des expiessions 








6 


« -t- p 

P 


des cosiniis direcleiiis de la noimale Par conscquenl, les foimulcs 
(i 3 ) on (i 4 )i se dddiiisent rune de I’aiitrc pai I’ecliange de (y 
et de p, font bien correspondre a nne suiface (5) la raeine siiiface 
(S^), mais d im sens determine d’lme noimale a la surface (S) 
coriespondiont des sens oppos(^s de la norinale a la surface (S') 
suivant qu’on adoptera la fonnulc (i3) on (i4) Pour caracteriscr 
au point de vue g^oindtrique chacune de ces foimiiles, il suffiia 
done de donner la relalion entre les sens positifs des deux noi- 
niales, qui correspond par exeraple a la foimule (i3) Pom cela 
considcrons deux surfaces liomologues (S), (S'), et deux points 
correspondants M, M', sur ces deux sin faces A un point de (S) 
deciivant une conrbe infiniment petite aiitour de M dans un sens 
deteimin^ correspondra un point de (S') touinant egalemeiiL dan^ 
un sens determine aiitour de M', attubuons aiix deux nonnales un 
sens tel que les deux courbes paraissent etre parcourues en sens 
contraire autoui de leurs nonnales respectives, on aiiia ainsi la 
correspond ance entre le sens des normales, definie pai la foimule 
(i3) et par celles que nous en avons d^duites 

Pour le demon trer, il suffit de consideier la sphere (S) de 
rayon R ayanl pour centre I’origine des cooidonnees et doiit Te- 
qnation est 

^ = R(a-P) 


Les formules ( 17 ) nous donnent poui la sphere correspondante 
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Les deuN. premieres forinules montrent qiie le seas positif de la 
normalese trouve change etlapioposition precedente se v^nfie dans 
ce cas paiticulier Cela suffit, car, siPon defoime progressivement 
la sphere (S) de maniere a Tainener a coincider avec nne suiface 
quelconque (S), la proposition dtablie pour la sphere (S) doiL ne- 
cessairement se conserver, en vertu de la contmuile, pour la 
surface (5) 
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LITRE III. 

LES SURFACES MINIMA 


CHAPITRE I. 

in!:suMi^ historique 

L’equation au\ deiivt^es paiLiclIes dc Lagrange — Memoiie de Meu^^niei sur la 
coiiibuie dcb suifaces — Picniieres lechciches dc Monge — jMcLliode ngou- 
leuse de Lcgendie — - DeLei ininaLion de qiielques suifaces minima noiivelles, 
par M bclieik — La siiifacc minima i6gke, le theoiemc de JM Catalan — 
Rechciches geneiales siii la Lhdoiie par MM 0 Bonnet, Catalan ct Bjoiling 

17 o. Avant de continuer rexposition des tlieoiies generales, 
nous allons faire une application etendue des inetliodes et des re- 
SLiltats developp^s dans les deux Livres precedents. Nous avons 
choisi les surfaces minima dont I’^tude presente iin mteiet veri- 
lablement exceptionnel, car elle touche a lafois an Calciil des va- 
nations, a la Physique math^malique et a la Theorie moderne des 
fonctions 

Dans le celebie Memoire intitul6 Esscu cVune nouvelle me- 
thode pour deteiminei les maxima et les minima des foimiileb 
mtegi ales indefinieS) qui estinsere dansle t [I Miscellanea 
Tauriiiensia, ann^es 1760-61 (*), etqui contientles piincipes de 
non Calculdesva? latioiis, Lagrange, apr^s avoir generalise les re- 
sultats obtenus par Euler lelativeinent aux integrales simples, se 
piopose de niontier, dans TAppendice I, que sa methode s’appliqiie 
aiissi aux integrales doubles, et il choisit comme exemple celle 
qin exprime Vaire d’une portion de siiiface rapportee a des coor- 
donnees rectangulaires 

ff dx dy i p' q- 


(') Von aussi QEuvres de Lagicmge, t I, p. 335 
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II t^ou^e ainsi qiie la surface minima passant par un contour 
donne doU satisfaiie a Tequalion 

(( Le prohleme se reduit done, dit-il, a clierclier p el q pai ces 
conditions que 

pdi-^qdy et ^ ' 

v/l -HjO-H- 

soient des differentielles exactes 

)j II esL d’al^oid clan qii’on salisfera a ces conditions, en faisant 
p ct q constantes, ce qiii donneia un plan quelconquc pour la sui- 
face chcichee, mais ce ne sera Ja qu’un cas parliculier, car la 
t)olution i^eneiale doit etie telle que le peiimetie de la surface 
jiuisse etie clioisi a volonte » 



Lag lange se contente des remarques precedenles, car le but 
unique de son admirable Mcmoii e etaitla formation des equations 
diflerenhelles auxquellcs donent satisfaire les courbes et les sur- 
faces qiu donnent la §olution des problemes poses, etil termine 
TAppendice consacie aux integrales doubles en donnantTequation 
aux derivees partielles de la suiface dontl’aiieest minimum parmi 
cclles qiii circonscnvent des solides egaux 

La tlieone si simple et si feconde que Lagi ange avait substitute 
aux metliodes d’Eulerne fut pas immediatement acceptee par tons 
les gtometres En 176 ^, Borda fit impnmei, dans les Memoir es de 
i Academie des Sciences, un travail intitult E clan cissement 
SUV les metliodes de troiivei les cow bes qui jouissent de quelque 
pi opi lete de maximum ou de minimum, et il crut faire une 
03uvie utile en demontrant par une voie nouvelle, et sans rien lui 
ajonter, le lesiiltat de Lagiange 


1/6 C est dans un beau Memoire de Meusnier (^) qu’est com- 
mencee, et de la maniere la plus heureuse, I’etude de Fequation 


(>) Memoue sw la cowbme des surfaces par M IUcusnicr, Lieutenant en 
premiei, snrniinieraiie au coips i03al du Genie, Coriespondant de rAcademie, lii 
cs 14 et 2t lL\rier 177G {Menioues des Savants eh angers, t X, p ^77, 17S5) 
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aiix clenvees partielles de Lagrange Ce tiavail conLienL une Llieone 
noavelle cle la courbure qui, a tons egards, aiirait meiUe d’etre 
conservee a c 6 l 6 de celle d’Ealei , Meusniei, apres avoir lappele 
qii’Euler avail piiblie en 1761, dans le Recueil de I’Academie de 
Berlin, le Memoire qui conLient les propositions devenues clas- 
siques sill la courbure des sections uormeiles faites en un point 
donne d’une siulace, ajoute que « I’on pent presenter la question 
sous un autre point de vue en la faisant dependre d’une propriete 
interessante, savoir qu’il existe une generation qni convient a tout 
element de surface )) . 

La generation dont v eiit parler Meusnier, ct qu’il developpe avec 
piecision dans le cours de son travail, est la suivante on pent, en 
negligeantseulementles infinimentpetits du troisieme ordie, consi- 
dcier tout element de surface dans le voisinage d’un point donne, 
comme engendre par la rotation infiminent petite d’nn petit aic 
de cercle autour d’un axe situd dans son plan et parallele an plan 
tangent de cet el(^ment II nous est aise, aiijourd’liui, de letiouver 
les propositions de Meusnier et de nous rendre compte de sa me- 
thode Si, en efiet, on consideie i 3 ) un point quelconque M 
de la surface et les centres de courbure principaiix C, C relalifs 
a ce point, toute surface aura en M un contact du second ordie 
avec la proposee si elle adinet en M les memes directions princi- 
pales Ma?, et si, de plus, elle a les memes centres piiiicipaux 
correspondants aux deux directions piincipales Si done on vent 
obtenir un tore ay ant un contact du second oidre avec la sphere 
donn( 5 e, ce Lore devra admetlre comme ceicle gdnerateur, soit le 
cercle principal de centre C et de rayon CM d(icriL dans le plan CM 5;, 
soil le cercle de centre C' et de rayon C^M decrit dans le plan 
G^Mj De plus, SI Ton consiJere, par exemple, le piemici cercle 
d( 5 crit dans le plan CM^, le second centre cle courbure principal 
devra se troiiver sur Taxe du tore. Cet axe sera done ahsujetli a 
la double condition de passer par le point C' et de se trouver dans 
le plan CM^ En raisonnant de meme pour le second centie de 
courbure, on reconnait qn’il j aura deux senes de tores osculateuis 
en M, tons les tores d’une meme sene auront 1111 memc ceicle ge- 
E^rateur, decrit clans Fun des plans pnncipaux ayant pour centre 
le centie de courbure relatif a ce plan, leurs axes, tons neces- 
sairement situ^s dans ce plan, passeiont par I’autre centre de 
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courbuie Le mode de geneidLion considerc par Meiisnier revienl 
^SLibstitiier a la surface dans le voisinage dii point M le lore oscii- 
lateur paiticulier doiit Taxe est parallele an plan tangent, les axes 
des deu\ toi'es qii’il obtient amsi soril les droites D et A qiic 
IM Mannheim a letrouvees et introduites recemmenl a^ec succes 
dans la tlieoiie de la couibuie des siufaces On s’explique aussi, 
pai les reinaicjues precedeoLes, comment Measnier, en partant 
d’un point de \ ue tout a fait different de celni d’Euler, est con- 
duit neamnoins a considerer les inemes elements geometnques 
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Comine application de sa metliode g6n6iale, Mensiuer determine 
d’lme maniere ties exacte la surface dont tons les points sont des 
ombilics et il clierche a etablir park Geomdtrie I’equation aux de- 
iivees partielks des surfaces minima Par des laisonnements, qm 
sont a la veiite pen satisfaisants, il est conduit k cette condition 
que la somme des layons de conrbure principaux doit etre nuUe en 
cliaqiie point de la surface C’est done dans le Mdmoire de Mens- 
nier qu’appaiait pom la piemiere fois J’mteipretation geom^triquc 
de ^equation de Lagrange 

Pour trouvei des surfaces salisfaisant a cette equation 

(0 g-) r — 2pqs = 0, 

Meusnier remaique que, d’apres un resullal d6ja donne par 
Monge, Lequation 

(a) q-7 — Qifqs -h p-t = 0 

est celle des surlaces engendrees par une dioite parallele au plan 
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es xj En I’adjoignanl a Teqnalion (i), ce qiu clonne 
3) / -h ^ = o, 

n aura, s’li en exisLc, les siii faces nnnima engendiees pai nne 
lOite parallele a uii plan L’lntegicUion sinuiltanee des eqna- 
011b (2) et ( 3 ) conduiL ainsi I’auteui a I’liehcoide gauclie a 
Ian dll ec tear 

Enfin Meusniei deieiniine la suiface niinima de i evolution, et 
demon Lie qu’elle esL engendr^e pai la lOtaLion rrune chainette 
Liloui de sa base On voit qiie son Liavail a fait connaitre, en 
itoe Lemps que rmterpr^talion gdometiiqiie de I’eqnaLion de 
.agrange, deux surfaces minima qiii sont, anjoiird’liui encoie, 
Li nombie des plus intcressantes et des plus simples La metliode 
cu laquelle est obtenu I’helicoide est feconde et a cte souveiit 
ppliquee a la lecherche de solutions parliculieres des equations 
Li\ deiivees partielles 

177 C’est dans son Memoii e sur le calcul mtegi at des equa- 
ons aiLX differences pai tieLles ( Memoii es de V Academic Roy ale 
es Sciences pour 1784, p 1 18) que Monge s’est occupe pour la 
remierefois des surfaces minima et de rmtegiation de requation 
i\ deiivees paitielles de Lagrange Monge commence par in- 
■gier exacteinent Tequation diffdrentielle des caiacteiistiques, ce 
111 est le point essentiel, mais ilcommet ensuite quelques eiieuis 
3 laisonnement qiu le conduisenta presenter la solution sous une 
lime inacceplable , car les coordonnees rcctangulaiies ^ 

)nt exprimees en fonction de deux parametres a^ par des qua- 
alures de la forme 

/(M da-v-^da'), 

i M, N sent des fonctions de a et de a^ ne satisfaisant pas a la 
iiidition d’integrabiht6. 

Les erreiirs commises par Monge pouvaient etre facilement 
u'ligt^es et, en effet, dans un beau Meinoii e sui Vintegi ation 
? queLques ecjuations aux d^rwees partielles {Memoii es de 
Academic des Sciences j 1787, p Sop), Legendre, apres avoir 
°nale les objections que Eon doit adiesser a la metliode 
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primitive de Monge, ajoiite ceb qaelques mots Depius « ses 
recherclies Pont conduit a la viaie mlegrale qu’il a bien voliIu me 
communiquei avec le piocede qu’il avait sum, mais ce piocede 
tenant a quelques pimcipes metaplijsiques dont les gcometies ne 
conviennent pas encore, j’ai ^Le cnneiix. de clierchei la menie 
integrale park voie oidmaiie, ctj’j ai ete engage par M Mongclin- 
meme On vena que j’y sms paivenii fort simplement par un clian- 
genient de variables qiu peat etre utile dans d’autres occasions et 
que j’appliquerai nieine a des equations plus geneiales )> 

Les « piincipes metaphysiques » dont il est question dans ce 
passage sunt sans doute les idecs de Monge sur la geneiation des 
surfaces pai la methode des enveloppes, idees qu’il a dc\eloppeeb 
d’une manieie sjstematique dans M Application de V Analyse a 
laGeornet/ie Nous avons peine aajOLud’liui a les comprendre, 
sinon dans leur espjit, au moms dans leiir enchamement et daub 
leurs details II ne faiit done pas s’etonner que le precede nouveau 
de Monge, qui coincide sans doute avec cel in qu’il a laiL con- 
naitie plus lard dans son Ouvrage, ait donn^ naissauce a de 
serieuses objections (') 

178 La methode de Legendre est elegante et iirepiochable 
Elle consiste a remplacer les variables . 7 ;, j , par /?, q et 

V =ipx-r~qy-^ z, 

en consideiant v coinme une fonction de p etde q, ce qui levieiU, 
suivant une remarque de M Chasles, a substituer a la suiface sa 
polaire rccipioque par rapport a un paraboloide 

Legendie efieclue la tiansformation de variables d^ine manieie 
tres elegante II substitue aux deux expiessions de Lagiange 

p dx -f- q dy, ^ 

VM -i- p~ q~ 


(') Si nous nous lepoitoQ:^ a une indication donnee en iSSa pai PoibSon dans 
une Note tres couiLe que nous citons plus loin [p ^76], ces objections auiaicut 
Lte loimulees pai Laplace et auiaient donne naissance ^i de Jongues discusbious 
entre les deux grands gconietres 
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cio-i doiveat etre des diflerentielles exactes, les siuvanLes 

cc c/p -r- r dq = du, 


X cl 




V/n 

e t tout se reduit a ecnre que I’exipression 


dv 


cf- j \ V' 


dv , 
cl 
dq 


.qi^p. 


P 

Cp 


Gst Line diffeienUelle exacLe On a ainsi I’eqnatjon Imcaire 

(4) 


d- V ()- V 

^ ^ ^ dp- ■* dp dq 


- r/- I = o, 

' dq^ 


cj-Lii? jointe aiix sinvanles, 







dq 


— c>, 


suffit a deLeriiiiner coinplctemenL la surface 

L’eqnaiion (4) est de cellcs qii’il est possiljle d^jiitegrei [>ai' 
I’ap jolicaLioii des mcLhodes reguheies , on pent olitcnir les cqualiOD':. 
ert teimcs finis des caiacLeiistiques cLappliqiier ensnUe la mclhodc 
cle Laplace Mais Legendie abrege beaucoup les calciils en f<n- 
iTtaarat T equation 




, , d5f) rfo ,;fl 


a laqiielle satisfont r, consideiees comme fonctions dc p ct 
de ^ ; on pourraliie TexposiLion complete de celLc methode dan^ 
le grand Traite de Calcal dijjeientiel et integtal de LacfOix, 
( a® edition, t II, p. fiaS) 

rsTous devons remarquer qne Legendre, apr^s avoii donne les 
foriTi Liles dont il devait la connaissance a Mongc, fait connaitie 
de nouvelles foiinules enti^rement debarrassees de tout signe cl’in- 
tegr-ation, etqni auraient pu servii de base a une etude fructiieuse 
des SLii faces minima. 


1T9 La nn^tliode d’int(^gration donnee par Monge dans VAp- 
p liccclioii de P Analyse d la Geomelrie ii’est pas la scale que 
D - r ,8 
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nous liiJ de'STons, le Tiaite de Lacroix: en conlieiiL line aiUie qm 
lepose sui une idee ties ing(^meiise et ires feconde elle consiste 
a tiansfoinier une equation auT denvees paiUelles en consideianl 
les tiuis cooidonnees x, z comme des fonctions de deux paia- 
metres if et b L’equation des surfaces minima prend ainsi la 
foime 


\0a) \0a) \0a) \ 0b~ 

:)( 


• Yoa db^ da db^Oa db 


' ^ Ob^ ^ ob^ 

d-T 


\ da db aa do da Ob 




oa- 


, d^-z 
oa- 


X, Y, Z etant les cosiniis diiccleiirs de la noimale determines pai 
les equations 


Ojc 

yd) 

7 

Oa 

da 

■ — z. 

da 

()r 

.r dr 

ry dZ 

db 

Y — - 
db 



el Monge leinaique qu’on peut y satisfaire en pienanl 

I (s)‘ 

I dv\- \“ 


(8 


(.9' 

ce qui donne 


d- re d"^y (y^ z 
dadb ~ dadb daOb ~ 


ct — A 1 -H B 1 , 
7 = Ai -4- B 2 , 
^ = A3 -h B3J 


A,, A2, A^ etant des fonctions de a et Bi, Bi, B3 des fonctions 
de assujetties a verifier les conditions 

(10 ^ ^ ’ 

i dni-r-cm-^dB] = o 

Mais il est clair qiie cette metliode si elegante est encore siijelle 
a deh objections, cai, siPon prend pour a et b les paramelres des 
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lignes cle longueur niille, Tequation ( 6 ) domic simplemeul 

\ -4- Tl -1- Z -r . O , 

Oct Ob Oa ob da Ob 

ct non les tiois equations ( 9 ) 

180 La mclhode cle Legendre ct celle cL Ampere donnee cn 
1 S 20 dans le XVIIL Caliiei dwJoiunal de V E cole Poly iecluiique 
onL ete pendant longLcnips les seules conduisanl sans objection 
possible A rmlcgriilc dont la decouverte consliLiic un dcs plj.is 
beaux titles de Monge a notre admiration 

Si on Lasse de cote eertaincs suifaces imaginaires tioiivcob par 
Poisson (' ), on n’a connii^ clcpius 1776 jnsqiLcn i83oj epic le^ 
deux surfaces minima obtenues en premier lieu par Mensnior 
Pendant longtemps on n'a fait aiiciin usage dc IbnLegralc de 
Monge et, dans un aiticle de deux pages cjui nVHait pas de nature 
a encoiirager les geoinoties (-), Poisson declaraiL eti iS32 cjiie 
« mallieiii eu semen t on ne sauraiL tiier auciin parLi de ccLLe inLcgralc 
qm se Lrouve comphquec de C[iianlites imaginaues et cxjirnnee 
pai le s> Sterne de Liois equations eiiLie deux variables auxiliaiies 
ct les coordoQiiees com antes de la suifacc j) 

Deuxans apres, en i834, paraissait dans le Jouinal de Ci elle 
rmtia\ail de M Sclieik(3j qui ajoiUait des resultats iinportants A 
la tlieoiie dos suifaces minima et contenaiL les premiers cxemplcs 
de surfaces minima deduites de I’mLegiale dc Monge ct dc Le- 
gendre 

L’autciir lentie d’aboicl dans la voie ouverte par Meusnicr, il 
decompose requation aux denvees parLielles de Lagrange en 
deux auties cpii auront des solutions communes C’est ainsi qii’en 


(‘) PoibSON, Remaiques sur line classe paiticuliG/e cVeqacitions aux cliffe- 
I ejices paitielles a tiois vai tables {Con espoiiclance cle I'Ecole Poly technique, 
t It, p 4^0 1 r8i3) 

(^) PoibSON, 5 Z« la sujface dont Vai) e est un minimum entie cles Zz- 
mites clonnees {Jouinal cle Cielle, I VIII, p 3(5r, iSSa ) 

(®) H -F SciicRK, nemei kungen ubei die kleinste Flache inneihalb gegebenei 
Grenzen {Jouinal cle Cielle, l XITI, p r85) Ce travail cst la siuLe et le coni- 
plemenl d un Mernoiie louionnei par la Societe cles Scicnres dc Leipzig et insipid 
dans le tome I\ Oe.'s Acta Societ Jabloiioviance, j) 204 - 2 S 0 
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snpposant 

i = Oj 


il est conduit a la siuface dcfinie par Tequation 


0^) 


cosa-r 

= 

cuij ay 


En pienant les coordonnees semi-polaircs p, 0 cl en SLip- 

p 05 ant 


il obUent tons les helicoidea qui sont des surfaces minima, ila 
sent deteimines p£ii I’equalion 


( 12 ) ^ = 61 og[v/p 


■ a- ■ 


I— 1 b p“-H ci- 

■ \/p ^ — -ha aictang 

a \/ p“ — b~ 


■ aO ■ 


oil a, 6, c sont irois constantes qnclconques ('j, el ils com- 
prennenL ccfmme cas particuliers a la fois Talysscide et riielicoide 
ajolan cliiecleuij qiu coriespoudent respecll^emenL aa\lnpotliese5 
“ o et Z?=o L’auteiir inontre qnelles valeiirs on dcMa attu- 
bnei au\ fonctions arbi trail es qiii enlienl dans les fonnules de 
INIonge poui reli Oliver les surfaces precedeiUes Mai5 de plus, 
el e’est la Tun des piincipaiix meriLes de son travad, il dddiiit pai 
Puniqiie emploi de ces formules des surfaces nouvelles, assez 
compliqiiees mais leelles A la fin de son i^Lude, il se propose, 
mais sans y reussir completement, de determiner toutes les suifaces 
minima engendrees pai le mouvement d’une ligne dioite Cette 
question, dont nous avons deja donnd line soluLion (n° 11), a ete 
lesolue pom la j^remieie fois par M, Catalan (-) qui a proine quo 


(’) En apphquant les niLthodes clu n° 73 <i ces lidlicoides on tiou^e que leur 
Lkment lineaiio a pour e\piession 

ch^ = du^ -h ( zt" -h a'’ h- 6=“ ) 

Tous ceu\ pour lesquels la somme est la m6me sont done applicables les 

uns sur les autres 

p*) Catvlvn, Sw les surfaces reglees dont Vaire est un miniinum {Journal 
de Lioimllej i” sciie, t Vlf, p 2o3 , 1842 ) Voir aussi J Serbct, Note sur 
la siuface itgl ee don les layons de courbure piincipaux sont egaiix et di- 
iiges en sens contiaiie {Journal de Lioimlle, l XI, p 45i, iS46) 
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Ja seiile surface minima reelle engendiee par le mouvement d’une 
Lgne droue est I’hclicoide apian directeur On pent la rattacliei 
d'ailleiiis a line proposition plus generale obtenue iiUerieurement 
pai MM Belli ami et Dim (') et d’apres laquelle les scales sur- 
faces reglees pour lesquelles il c\isie une relation entre les deu\ 
rayons do courbure sont des behcoides 

181 Nous laisseions de cote dififei cutes lecbercbes que nous 
auious I’occasion de signaler au cours de cette cHude et nous 
passerons immMiatement a une coiirte Note de M 0 Bonnet 
inseiee en i853 dans les Comptes lendiis (-) et qui contienL des 
resultats de la plus haute importance pour la tlieone des suifaccs 
minima L’eminent gdometre y mdiqiie un systeme nouveau de 
fonniiles relatives a la theoiie generale des surfaces On pent ca- 
racteiiser la melhode de M 0 Bonnet et en m^me temps lendre 
compte des avanlages qu’elle presente, en remai quant que les 
variables employ(5es pour la I'epr^sentation analytiqiie de Ja sur- 
face constituent un systeme de coordonnees tang eii tidies Or les 
clcveloppements donnes dans le Livre pieccdent nous montrent 
que, SI les cooidonnees tangentielles jouent le meme idle que les 
coordonnees poncLuelles dans la theorie des systemes conjugues 
Bt des lignes asymptoliqiies, elles donnent naissance a des calculs 
Bt a des propositions plus simples dans Bdude des questions 
'elatives aux lignes de courbure Les variables clioisies jiar 
Bonnet sont les suivantes : litant donnds une siuface (2) et un 
)omL M de cette surface, le plan tangent est ddteimme par sa le- 
>rdsentation sphdnque m sur la sphde de rayon i et par sa dis- 
ance au centic de cette sphdre, quant au point m de la splieie, 

' est ddeimind par sa longitude f et sa colatitude 9 L’equatioa 
u plan tangent s’dcrit alors 

3 j X sin 0 cos cpH-YsmOsincp-hZcos0-{-o = 0 


(’) BELTiusfi, Ri&olii^^ione di im piohlema lelatwo alia teoria delle siipei- 
'le gobbe [Annales de Toilolim, t VII, p io5, i865) 

Dini (U ), Sidle siiperficie gobbe nelle quali uno dei due raggi di ciu va- 
ra piincipale e una funzione delF altro (m6me Volume, p jo5) 

{-) 0 BonneTj lYote sur la theorie generale des surfaces {Comptes rendusj 
XXWII, p =>29, i853j 
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mais raiUein Lransforme ceUe equation on iiilrDiliii^inU a la pLu c 
Je et cle cp les variables isotlicrmes 


I 


sin 0 


0 

sill 0 


et ellc prend alors la forme 

(141 X cosjT \ sin r -h Z t siiwj' ™ 3 


Ce ne sonL pas, on le voit, Ics varl.ll)l(‘^ qm* nous a\niis ( nn» 
sideiees au Giiap VIldiiLivic pu'ccdeni , niais Lisuile drs calculi 
amene le savant aiueiira inlroduirc ccs \.iri{\l)l(>s, Ires voisincs d(‘s 
precedentes, an moms dans cerLaincs cqqihcalions On pourra 
coDSLiltei, en particiilici j le Alamo u c suf L CDiji/oi (V funtV('(t u 
Sterne de va? tables dans Vatude de^ propt uHcs dos stn 
coiubes msere en i 86 o dans le t V sein*) du Juanud dr 
Liouville, qiii contient le dcveloppcincnt coinpl(‘l <‘1 sNsIcrnaliipio 
de la methodc de M Bonnet et I’on trouvcia a la i S.i do i o 
beau tiavail Tequation des lignes dc conrlmrc ruiiUMieo a l.i lorriu* 
simple 

f dx^— 0 


Les reclierclies de M. Bonnet, avant d’oirc devidojipecs dans if 
M^moire que nous venons de ciler, onl ('-u'- indupi.-cs 
mam^re tr&s nelte dans la Nolo de i853 cL daii. irois aiiKcs N„i, . 
mserees aux Comptes rendus (') Elies onl realis.', p.u.l I. 
dire, un progres decisif dans la Lli(5orio des surfaecs minima. 
Mes onl donn^ requalion miiigiale sous unc fmme iini a ,,er- 
uiis dobtemr toutes les surfaces rdellcs c. un nmnln... dlmul.'. 
de siufaces algebuques, ellcs onl fan connaUro surtoul tm gr.md 
nombre depiopueles geom^nques communes a loulos ces surfaces ; 

luT.TVf" T compl^iic du ],rol,icrm« sunanl 

qui est fondameutal . Detenniner la siuface muuma pas,a,U 


dans V equation Megi fonctions arburaucs qiu viitient 
1107, iS 55 ) — Observationc nunima {ComjHes rendus, L \I,. 

t p 1057, iS 55 ) ~ Nouvelles'temwo'^^'^'^^^ minima {Compies lendiis. 
L Camples rendus, i xui, p 532, , 856 ) ^es surfaces a airc miniintt. 



RESUME HISTORIQUE 


^^79 

pen luie coiLvhe qitelconqiic et admettant en cliaque point de 
cette com be un plan tangent donne* Nous complelci ons d’ail- 
It^urs, clans notre exposition, ces indications rajndes 

La methode cle M O Bonnet est diiecte cL indcpendanLe cle 
1 integrale de Monge Dans im travail ( •) puLlie par cxliaits dans 
les Cojnptes i endiis en iS55, M Catalan a fait connaitre diffe- 
rentes transformations de cette integrale et de rec[aaLion. aiix deri- 
^ees paitielles, cfui Tout conduit, en particulier, a iin systeme de 
formnles enlieremeiU debarrassees d’lmaginanes 11 a aiissi indicjue 
le*! mo}ens d’obtenir un nombre ilium te de surfaces algebnques. 

182 Dans ces derniers temps, M Lie a appele rattcntion des 
geometres sui des leclieichcs cpii, inalgie Tinteret cju’elles pre- 
sentent, etaient lestees ignorees En iS44j E -G Bjuihng, pro- 
fesseur a rUniversiLc d Upsal, a inscre dans les Archives de 
Gi line) t (t IV, p ppo) un Memoire de vingt--cinc[ pages intitule 
Jn integi ationem cequaLionis deiivaiarum pai Ualunn super- 
flciei ciijus in piincto unoquoqiie pi incipales anibo radii cm- 
vedinis cequales sunt signoque contj ario Ce travail inciUe line 
analyse detaillee L’auteiir y roprend d’abord la methode de 
Legendre, mais, en clioisissant des vaiiables noiivelles, il est con- 
duit a recjiiation 

d~ CO 2 oc c)to 2 p d(.o 

0^ a^— Tj. ~~ ~ 

qui est plus simple que celle de Legendre el cpihl jntegre par 1 ’ap- 
plication rcguliere de la methode de Laplace II obticnt cnsuite 
des expressions Lies simples des coordonnees j , jz en fonction 
des deux vaiiables a et p, et de deux fonctioiis arbitraiies Puis il 
indique comment on determine ces fonciions arbitiaires de telle 
inanieic que la suiface passe par une courbe donnde et y achnette 
en chaque point un plan tangent donne. La solution de ce deinier 
piobleme, que Bjurling a eii le merite de posei el de resoudre le 


p'l Udc redaction cleveloppi^e des lerberclies de JM Catalan a parii en i85S dan'; 
le \\\MP Caliiei da Joiu nal de VEcole Poly technique sous le tiLie siii^ant 
Memoii e siii les surfaces dont les rayons de com bate en tliaque point sont 
egaux et de signes contraries 
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premiei sans en appreciei peut-eti’e loiite rnnportance, estramencL 
dans hon Memoue a la determinalion d’uiie fonction donL la 
del nee troisieme est connue 

Bjuiling examine ensuite quelques autres problcmes qu’onpeiiL 
rattacliei au precedent, par excinple le snivant Detei miner Id 
sin face minima cjui coupe une su 7 face donnee suu>ant une 
coiube telle qiCeii chacitn de ses points p et cj soient des fonc- 
tionsclonnees d Vacance de z 

Le restc dii Memoire ne contient iien de nouveau 

183 Les importantes leclieiclies de M Weieistrass, publiees 
en 1866 (’), reposent sui I’emploi des foimules de Monge, iniscs 
sous une foime extiemement elegante, et qiii parait la plus com- 
mode dans les applications M Weierstrass a resolu, le premiei, 
plusieuis questions essentielles il a, en particulier, domic le 
inojen de liouvei toutes les surfaces nnniina leelles et algc- 
biiques Ses loinniles etablissent de la manieie la plus claiie Je 
hen qiiiexiste eiilie la theorie des fonctions d’une variable inia- 
gmaiie et cclle des surfaces minima, puisqu’elles monlrent qu’a 
loiite fonction de raigument imaginaire correspond une surface 
minima leelle Mais, comme nous ferons connaitre le^ recberclies 
de cet illustie geomelre aiiisi que les pnncipaux iravaiix publics 
depiiis 1867, nous arreteions ici cet expose Iiistonque en signalant 
toiiLelois un Memoire de M Beltiami Sidle piopiieid generafi 
delle supei ficie cV ai ea minima^ ins6ie en 1868 dans le t Vll 
des Memoii es de V Academie des Sciences de Bologne sene) 
Ce beau travail, sur leqiiel nous auions a revenir, contient une 
Notice liisLoiiqiie tres etendue qiii nous a permis, du moms nous 
I’esperons, de n’oublier auciin travail important publi^ sur noLie 
sujet avant i860 On consultera aussi avec le plus grand piofit le 
M6noire de M Schwarz intitule Miscelleii aus clem Gebiete dei 
Minimaljlachen, insere an tome LXXX du Joiitnalde Crelle 
(p 280, 1S75) 


(’] Weierstrass, Ueber die Flachen deien mittleie TO iimmung ubei all gleich 
IVidl ist {Monatsbet ichte dei Berlinei Akademie, pp 612, 855, 1866) TJebci 
eine besonde? e Gattimg von Minimaipaclien (mt^mc RlcligiI, p 5ii, 1867) 
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CHAPITRE II. 

LFS SURFACES MINIATV. EN COORDOIN 3VLES POIVCTUELLES 

Piemicre condition h laquelle doiL ^atisfaiie la saiface minima passatiL pai uii 
coiUoui domic — luLegidtion dc rLtfuation auv dciivecs pai tiellcs — Foimulcis 
dc Alongc — Formules de Lcgendie ne contenani aiicun signe d’niugiation — 
Double 5} Sterne de foi mules donne par M \Ycicistiass — DcLermination dc 
Louies Ics sui faces muuma algebiiques et rcelles -- Relation entie la Ihcoiic 
model nc des fonclions ct celle des siii faces minima 


18 i Consiclt^rons unc suiface qiiclconque, ou plutoL line poi- 
Lion continue cle surface (S) limiL^e par un conloui, etproposons- 
nous de irouver la vaiiaLion de Taire qtiand on passe a une surface 
infinnnenL voisme Soient j , .r les coordonnees d’un poinl 
de (S), c, c', c'Mes cosnius diiecteurs de la noimalc en ce point 
Nous prendions pour cooidonndes curvihgnes u et pies paiametres 
deslignes de com bare de la suiface Alois, si Ton designe pai R, 
IV les deux, rayons de coiubuie au point considere, les foimiiles 
d’Olinde Rodrigues nous donneiont 


lO 


dc 

— — 1~ R. — 0, 

Oil Oil 

— — R'— =(. 

dp dP ’’ 


dv .. dc' 

“ -f- K — = Oj 
dll Oil 


dy 

dP 




dz dc 

~ R - — = 0, 
Oil On 

dz T^idc 

p. R — o 
dp dp 


On a d’ailleurs 
(O 


( dc dc Oc' dc' dc" dc" 

\ dll dp dll dp dll d\> 

1 dr dx d)' dy dz dz 

[ dll dp dll dp dll dp 


Nous poseions, pour abr^gei, 
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el I’on obtiendra pour Telement Inieaiie de la surface (I) Ve\- 
piession 

( 0 = R2c2 r/Z£2 + R'2^2^/i;2 ^ E^dll^- -r- G2 

Cela pose, considerons une siirlace infmimenL voisine de (S), 
la norniale en un point M de (S) lencontie (S^) en un point M' 
Designoiis par A la distance ]\Ii\r , lasurlace (S') sera, evideminent, 
definie si Ton donne Xen fonction de it et de et les coordoniiecs 
X, Y, Z d'on po/Qt de (S') seront determniees par les foimulcs 

X = 5 :-}-cX, /-Hc'X, Z—z-^c"'}^ 


qiu donnent 


d\^n ~K):^da 

1 Oil 


~ dv -I- c dl, 
d\) 


(j) 


fA'=cX-R) — - 4 -cV/), 

dd‘ c)r" 

dZ = () - R) -- dii^il - R' ) — -4- c' dl 

^ ' ri 7 i rJfi 


On en deduit, pour I’elernent lineaire de (S' ), Texpicssion 

(6) dd^=:{X — Ry-e^- du^- h- 0. — R' p «2 ^ 


etj pour r element supeificiel, 


I 


(S)’ , m 


e\l-Ry ^< 1 -^')- 


18 o Supposoiis mamtenant cpie Ton coiisidere nne portion 
de (S) limitee pai im contour (C) et que Ton veiiillc comparer 
Taire de cette poition a celle d’une surface infiminent voisine (S') 
passant par le iii&ne contour Alors } devra etie une foncLion 
infiniment petite s’annulant en tous les points de (C) L’aiie dc 
(S') seia lepiesentee par i’lntegiale doable 
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^tendue a tontes les valenrs de v coiiespondaiit aii\ points 
de (5) situe? a I’lnt^rieur de (C) , et ceLte aire, developpee sms ant 
les puissances de laquantite mQnimcnt peliie qui entre en facteur 
dans ).j pourra s’ecrire 


EG diL cU> 


( 8 ) 


=// 


(-]’ f-Y' 

\ die / \ di) j 

2 6- K- 


i^'i 


da d^\ 


les leimcs negliges etanl da tioisieine oidie seulement Si L’oii fait 
= Oj on troLive Taire dc (S) L'accroissemeiil de Taire quand on 
passe de (S) a (S') seia done determine par la fonunle 



ail menae ordre d’approximation que precedemment 

II lesiilte immcdiatcment de la qiiM fauL, pour qu’nne surface 
soit minima, que la somine dc ses radons de courbuie piincipaux 
SOIL nullc en chaque point En eilet, supposons qnhl en soit autie- 
nient etprenons pour \ iine expiession de la fuime 



o etant une fonction de ii et de qui devra s’annuler en tons les 
points du contour (C) et ??i une cons tan te inGmment petite L’e\- 
pression ( 9 ) de AS prendra la forme 

AS = — 771 J EGcp- j 

les termes negliges ^Lant del’ordre de m- L’liitegiale pieccdente 
n’est pas nnlle, piiisque tons ses elements oat le meme signe On 
pent done prendre in assez petit pour que les termes negliges, qiu 
bont de Tordie de m-, soient plus petits que le precedent et, pai 
consequent, pour que cliaque element de AS ait le signe de — in 
En donnant a m le signe positif, on trouvera pour AS une valeur 
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negative, on obtiendra clone une siirlace dont I’aire sera plus 
petite que celle de (S) 

Amsi la piemieie condition pour c[ue I’aiie de (S) soil Ja plus 
petite possible est que la somme cles raj'ons de courbure piin- 
cipaux soit nulle en chaque point de la suiface, 011, ce qui est la 
ineine choiie, que I’lndicatrice soU partoiit une hjq^erbole (^qui- 
Jateie L’usage a pievalii d’appeler siu faces minima toutes cedes 
qui satisfont a cette condition, mais la methode que nous avons 
suivie raontre bien que, si elle est necessaiie, elle ne sera pas 
toujouis suffisante Faisons en efFet R dans la forinule (9), 

Texpression de AS deviencha 


( 10 ) 




It;- 



ies tenues negliges etant clu troisieme ordre pai rapport a , et il 
faudra que I’lntegrale double cfiiifigiiie dans le second membre dc 
cette forinule soit positive quand on y subsLiLueia une foncLion 
quelconqiie, assujettie seulement as’annuler en tons les points du 
contoui do ( 5 ) Nous reviendrons plus loin sur cette condition 
supplemental! e et nous nous attaclierons d’abord a la determina- 
tion cles suilaces pour lescjiielles la somme des ra3mn3 de courbure 
est egale a zero 


186 Nous venous de voir que Ton pent les definii encore en le- 
marquant que Findicatiice est une b^peibole ^quilatere on que 
les lignes asymptotiques se coupent a angle droit 11 y a avantage 
a enoncer la propiiete caracteristique des surfaces minima sous la 
foime suivante Les deux families de lignes de longiieiu nulle 
ti acees sin la sin face doi^ent former lui reseau conj ague On 
s.ait en effet c[ue I’liyperbole equilatere est la seule conicpie ad- 
mettantpoLir diamelres conjugues les deuxdioites de coefficients 
angLiIaires i el — i ' 

Ce point etant admis, prenons comme vaiiables independantes a 
et [5 les parametres de ces deux systemes de lignes de longueur 
nulle Piiisqu’elles fornient un reseau conjngu^, les coordonndes 
lectangulaires 1 , seiont trois solutions particuliferes d’lme 



equation de la forme 


On aura done 


(n) 


c)2 0 _ . ^ _Ti^ _ 
CJrx dfj ^ OOL Jp ~ ^ 


d~x de _ 

0 ^ ” ^ ~ ^ fTp " 

O'jd^ dee 0^~~ ' 

JlL _. a!^ _ _ 

doL dp dy dp 


et de plus, par suite du choix particnlier de a el de p, 


(r^) 



Les formules (ii) et (12) expriment evidemment loutes les con- 
ditions resultant, ct de la delinition de la surface, et du clioix des 
cooidonnees 

Oi, SI I’on differentie la premieie des equations (i 2) par ia|q)oi I 
a p, la seconde par rappoiL a £/, et que Ton reinplace les di^iivees 
secondes par leurs valeurs tirees des equations (ii), on Lroiiveia 

/dx dx dy dy dz dz\ _ 

\d7 dp da dp da dP/ ‘ 

/ dx dx dy dv dz dz\ _ 

\ da dp da dp da dp/ ^ 

Comme on ne j^eut avoir 

dr dx dy dy dz dz __ 

da dp da dp da dp 

sans quoi Fare de toute courbe tracee sur la surface seiait mil, il 
faut que A et B soientnuls, les equations (i i) se leduiront aux 
snivantes 
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donl rinlegration est immediate et nous donne 

( 7 = /i ( a) -I- tti( 0 ), 

<i3) I y /2{.ajH-^s2(3), 

( - = /3^aH-cf3( (3) 

Mais, pour que les equations (la) soienl saLisfaiLes, il faut que 
I’oQ ait 

^ ^ , ( //' ( + /i- ^ = 0, 

Les formules (i3) nous montient que les surfaces minima 
appailiennent a la grande classe des surfaces que nous avons 
deja consideiees (Liv I, Ch IX) et qiu peuvenL etre engendrees 
de cleu\ mani^res dilT<iientes par la Lianslation d’une courbe 
i\ous reMendions plub loin sur cette iiiterpi elation gcometriquc 
des foi mules (i3) et nous indiqneions tout le parti qu’en a Lird 
M Lie 

18/ Comme on pent, sans changer le systemc de coordonndes, 
aiib'^tituer a et a |3 des fonctions quelconques de ces variables, 
on poLiiia toujours supposei 

= cpi(p) = |3 

On deduira alors des formules fi4) 

/a < 2 — ^2" ?i(P) = < P)» 

el, SI ]’on supprime les indices, les formules (i3) prendront la 
forme 

( a; = a p, 

“ = fs/i-h d^, 

qiu est due a Monge ( ' ) 


^^nn=' p 211 i,a metUode par laquelle nous 

dl rne d evoeptionnel on les deux sysLemes 

aioDs dejA vu (n- 110), la suiface seia une developpable iinaginaiic 
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Legendie et Monge out aussi develoj^pe une autre manieie de 
lesoudie les equations (i4) Supposons que" I’on ail oblemi six 
foncLions satisfaisaut a ces equations ct posons 


ce qui donneia 


/[(a) 


= 0,, 




i'-tiP} 

“'i ( P ) 


= pi. 


‘f'itPi 




I-*!’ 


Si I’on prencl comme nouvelles Aaiiables c/^ et jj,, on pouria 
toujours donncr a f',* [3) les formes sun antes 

yi'(^^)=/v^.>S-‘’ -pW P )--?"( pi 

el les fonnules (i3) dcviendiont alors 
<" == /'t<'i) -I- pi '1 

j = «iy'(“i Km) Pif'i Pi) — '-pCPi), 

^ = j//n- (/f/"(ai)yai+ i/v/i-T- Pi o''iP,)<r/p, 


11 j a encore des quadraluies a effecluer Voici comnieiit Le- 
gendre les a fait disparaitre Eii mtegianl par paities, on a 

/l/ITTf =f'i'M) ^ ^ 

Si done on pose 
et de nieme 




PO — (■* + Pi)" < Pi)j 


les formiiles seront debarrass^es de tout signe d’lntegration On 


ciiconbciile au ceicle de Pinfini, cllc doit (itie coosideiee comme une siuface 
minima, car elle satisfaiL ^ I’cqiiaLion dupiemiei oidie 

r = 0, 

et, par suite, on le viSiificra aisement, a I’^quation 

([ -I- ^3 ) ; _ 2pqs 4 - (1 + /?=) ^ = 0, 
qui caiacLciise les sui faces minima 
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les trouvera clans le Memoiie cle Legenclie etdansle Tiaite de 
cioix(l II, p 627) 

188 Mais la sohition la plus elegante des ecfuations [i/\) 
celle qiu a ete indicjuee pai M Ennepei (') et complctement clc 5 - 
veloppee pour la premieie fois par M Weierstrass dans le*, ai ti clo*^ 
deja cites [p 280] des Monatsbei ichte 
Posons 

la premiere des equations (i i) nous donneia 

ct par suite les rapports des trois derivees /,\/!, J[ seront dcLtii'' 
mines par les foi mules 

fli^) ^ /•>' c/ ) ^ / ; ( y ) 

I — Zt- ifj ll~ ) Q.U ^ 

u est evidemment une loncLion de cf Nous pouvoub pai con- 
sequent, en ecartant le cas exceptionnel ou u seiait une constaii i o, 
representer la yaleiir comnnmc des rappous piecedents par 

1 ^ rhi 

2 ^ ^ dv 

Nous auions alors 

/i(a)r^ ^ /‘(I - 


On troiiveiait de meme, en posant 


(16) 




Cj Ennepcr (A ), Analytisc/i-geometiische UiUei suchungen {ZeiUchiift /'ll! 
Mathemalik iind Physik, t I\, p 107, i 8 t) 4 ) 
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el: en siiivant aiie inethocle analogue poiu ce qui concerne |3, 
tpir|5)= 

tp,(Pj = - ij' (T-t-ui)rti(iii)diCi, 

'?a(P)= J’ui 

Les foi mules qui deCinssent Li suiface seront alors 

I ^ {I — ii')j{u) (I ~ a]) 

(17) ^ ^ f ~ ^^1) ^i{^h)dii[, 

I ^ — J* iLi liiiti) diii. 

II suffira dc remplaccr ^'{u) pai la deuvee tioisieme d’une fonc- 
lion /{u) de Uj ct de mcmc par la dorivee tioisieme d’uae 

lonclion J\{ih)‘> pour obteair les formules suivantes, debariassees 
dc toute quadrature, 


i?. =- -4- ll f'{li)—J\^U ) 




as) < 


y I ~ mf\u) ^ I Alt) 


qiu ont ele donaees par M Weierstrass 

189 Avant de poursaivre rapplicalioti des formules precedentes, 
nous remarquerons qu’elles laissent de cote le cas ou rune des 
quantities dcfinies pai les foi mules (i5) on (i6) ne ponrrait 

etie choisie comine variable independante et se reduirait a une 
constante Supposons, par exemple, que u soit constante. On aura 
alors 

I — id ‘j.it 


D -- \ 
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et, SI I’on designe par la ’valeur commune de ces rapports, il 

faudra sul)stituer aux formules (17) les sinvantes 

^ — 0(a ) -H - / (I — ul) f zti') duij 

y == I ' 0(ct) — iy' (l-h li\)^^dUi) dlL^, 

Z~ U^{rj) -f- J clux 

Les coiirbes ii,^ — const seiont des droites paralleles allanl ren- 
contier le cercle de I’lnfini La surface correspondante sera done 
un cylmdie imaginaire ( ‘ ) 

Si u cL etaient toiUes les denx constanLes, la siuface, on Je 
reconuaitra aisemcnt, se rediiiiait a un plan 


190 Apres avoir signale ce cas excepLioiincl, levcnons aux 
foimules (i7)et(i8) Nous allons incliquer d’abord comment on 
en deduit toutes les sui faces algebiiqiies 

Si les fonctions designees par f{iL), clans les foimules 

(18) sont algebiiques, la surface minima correspondante le sera 
aussi Nous allons dt^montrei la proposition leciproquc etprouvei 
que la surface minima ne pent etre algebrique que si les fonctions 
f {it), f^[us) sont algebiiques 

Les foimules (17) nous donnent les relations 


('O) 


dr dy 

dit diL 


da, dy 

oui dill 


dll 


dui 


dont les premieis membres peuvent elre calcules, car ils se rap- 
portent a des ddplacements elTeetues suivant les lignes de lon- 
gueur niille de la surface, p el cj designant les derivees partielles 
de 3, les equations 

( lIcc~ h— dy^ —1— dz'^ =: o 


(’) Les surfaces cle cette natiue sont celles qui ont dU signaldes pai Poisson 
dans le tome II de Ja Coi 1 espondance siu VEcole Polytechnique Vou p 275 
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deteiniment deux s>stenies difFerents de valeurs pour les diffcreu- 
tielles dx^ d) , dz Soient 

l\ rs ^f fNf 

057, OJ , 0 0 J\ 0 3 


ces deuK s>slemes differents , iceliii seront dvidemment definis, 
soit par Ics forinules 


(20 


■I Of __ 


= — u, 


■ 


soil pai les suivanLcs 

, ^ o'x — Lo'y 

(22) — u, 


05 ' -H 2 oy 




et seronL par consequent, daus le cas qiu nous occiipe, dei> 
lonctions algebiiques de x eL de y Reciproquement x^ j et, pen 
suite, z seront des foncLions algebriques de a el de il\ Soil 

cp(zO-}-cpi(«i) 

re\presb]on de Tune quclconque des coordonnees, on aura une 
relation algebrique 

F[cp(/i)-4- (pi(z£0, II ih] = 0 

IL resulte de la, ^videminent, que et seront des 

lonctions algebnques, car si, dans requation piecedcnle, on 
donne a par exemple, une valeur numeiiquc quelconqiio, 
prendra une valeur constante et il restcia ime equatiou 
algebijqiic determinant 

En appliquant ccLte proposition aux trois coordonnees, nous 
\oyons que Jes paities de leuis expressions qiii ne dependent que 
de a 

a = /"(«) + «/'<■ “) — /l «)- 

'( = u/"(u)~f(u), 

sonl des fonctions algi^biiques de ii, il en seia done de meine de 
la cotnbinaison 


a(i— u^) -h j3ztT+ =: — 2/Xu) 



LIVRE III — CH.VP II 


292 

Comme le laisonnement s’appljque egalenient a la foncLion 
/,(«,), la proposition de M. WeieisLiass est completemcnL de- 
mon Liee 


191 Reclierchons mamtenant a qiielles conditions la surface 
representde pai les equations (17) ou (18) seiar<^elle Considerons 
d’abord les foimulcs (17), si Ton y piend poui ^'\{u) des 

fonctioiib imaguianes conjugates et si, de plus, les intcgralcs re- 
latives k u el k U\ sont prises siiivant des cliemins imagiuaircs 
conj agues, les expiessions des differentes cooidonnccs scront 
evidemment leelles, cai, a cliaque element de I’lntcgralc relative a 
zi, on pouira faire coirespondre, dans chacane des troit> foi mules, 
un element iinaginaire conjague de I’autre integialc Nous allons 
montxer que ces conditions, qui sont sulfisantes, sont aussi 116- 
cessaiies 

Repoitons-noiis cn effet aiix foriniilcs (20) a (22) Pour tout 
point reel d’ane nappe rcelle, on pouiia siipposer qiic les dcii\ 
sjstemes de lapports 0^, ojq oz , o’or, o'y, 0^ jz defims par les ior- 
niules (20) se deduisent Tun de Tautie par le changement de i en 
— i Par suite les \aleuis de u et de ZZ| dediiitcs de run ou Tautie 
des systemes (21), (22) seront iinagmaires conjuguees 

On deduit, d’autie part, des forniulcs (17) les sinvantcs 


dec 

Ou 


du 




dx 

dill 




Comme les premieis membres de ces relations sont imaginancs 
conj agues, il en sera de meme des seconds Les fonctions r 7 (zz), 
doivent done etre imagiiiaircs conjaguees, amsi que les 
arguments zz, U\ 

II resiilte de la que les nappes reelles de la surface minima 
seront lepiesentees paries equations 

I cc = S\,f {i—u-):^{u)du, 


le signe deja employe (n° 126 ), mdiquant que Ton prend scu- 
lementla partie reelle de la fonction Les deux vai’iables rtelles 
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dont depend la position dii point sont alois la partie teelle ct la 
pailie imaginaire de J’aigument u 

En ce cpn concerne la reclierclie des sui faces leelles, les foi- 
mules (i 8 ) piesentent une ]eg 6 re difficiilte II cst clair que, si Ton 
y substitue pour J{u)^ deux: fonctions iniaginaires con- 

jugaecs, la surface correspondante aina des nappes reelles quel’on 
obtiendia en doniiant a u et a U\ des valeiiis iinaginaires con- 
jLigLiees, inais la proposition lecipioque n’est pas exacte Pour 
que la suiface minima soit reelle, il n’est pas necessaire que 
f{u} et soient des fonctions imaginaires conjuguees Eii 

eflet, les e\piessions de k, z ne changent pas, on le verifie 
aisement, si Ton y rcmplacc f\ {u\ ) respectivenient par 

y(?i) -H A(i ~ -h Bii: ~h iCu = cp(zOj 
/iC«i) — A(^i~ zzf) -i-Bz(i4- zzf) — iC«i = ), 

A, B, C d^signant des constanles quelconques En admettani 
meme que f(u) et soient des fonctions imaginaues con- 

jiiguecs, la moine propriete ne saurait appaitenir aux: fonctions 
'fi (^^i) pour toutes les valeiirs des constantes A, B, C Mais 
on pent demonlier que, dans le cas ou la surface minima est 
reelle, parnii ton les les deteiminations possibles du systeme des 
den\ fonctions d on e\isle,toiijours une infinite pour 

lesquelles les deux: fonctions sont imagmaiies conjuguees 
En effet, les Equations 

f ^ = [(i— + — 

(l\) 7 = u^-)f (ll) — 2Uf (u) Q./(u']], 

icpicsentent evidemment une surface reelle, et pour toute 
Ionction/(zA) satisfaisant a Pequation 

(a5) /"(«) = ^(^0, 

les diffeientielles des coordonnees deduites des formules (24) sont 
identiques a celles que Ton obtient an moyen des lorniiiles (20), 
par const^quent les Equations (sS) et (24) repiesentent deux: 
nappes reelles que I’on pouria toujoiiis fane coincider par une 
simple translation irnprimee k rune d’elles Ce point elant admis, 



2q\ LIVUE III — CHAP 11. 

snbslituons a la place de/(u)^ dans les fonnules (24), la fonction 
plus) geneiale qiii saLisfait encore a requatioii (sS) 

/( a) -h A (l — 4 - 2^2) -I- 2Gu 

Les expressions de y, z s’y Liouveront augmeiiLces lespecti- 
venient de 

— 4cy\A, — — 4^11.0 

On pourra disposer des paiLies reelles des constaiites A, B, C de 
manieie a rendre idenLiques les dciix. surfaces lepiesenLees par les 
foi mules (20) et (24), quant aux paities imaginaiies de ccb con- 
stantes, elles demeiireiont entiereinenl arbitraires On pouira 
done, sans cliangei la siiiface, subsLiluci ala valeui obtenue pour 
j[u) rune quelconqiie des fonctions comiDiises dans Texpiession 
generale 

J{u) H- ii’^) -4- h{i -H zt-) H- cm. 

Oil Oj 6, c sont Lioiij constaiUes 1 eelles quelconques 

192 Revenons aux formules (28) Elles cLablissent, comme I’a 
lait remaiquer M Weierstrass, Ic lien le plus etioit entre la 
theorie des fonctions imaginaires et celle des suifaces minima En 
ellcL, a tOLite fonction ces formules font correspondie une 

surface minima reelle dont les differentes propiictes donneiont la 
lepiesentation geometrique la plus parfaile ct la plus edegante cle 
toiites les lelations anal_)tiques auxquellesla fonction donne nais- 
sance 

Cette surface minima est plemement determin^e de forme et 
d’orientation, mais elle peut ^tre deplacee parallelement a elle- 
ineme, silonajoute des constaiites quelconques aux inLegrales 
qui figurent dans les formules (28) On peut done dire qu’a une 
fonction de 1 aigument imaginaire correspond une seule sur- 
iace minima, mais la pro23osition reciproque n’est pas vraie en 
general. II suffiL, pour le leconnaitre, de remarquer que les for- 
mules (21) et (22) du n° 190 nous conduisent a deux s^stenies 
difleients de valeurs jDOur u et et, par consequent, a deux 
valeurs,, diflerentes en geneial, poiu la fonction ^'{u) 

On ariive an meme r^sulrat par le raisonnement suivant Re- 
prenons les formules (17) et cherclions si Ton peut leur substi- 
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tuer d’aiUres foimules semblables, ou u eL soient remplacees par 

et Pj et (w^) pard’aiUres fonctions ^(p), Les pa- 

ramelies u eL eLanL, comme p et P^, ceux des lignes de longueur 
nulle cle la surface, il faiidraque p soil fonctiou de u et p, foncLion 
cle oil bien que p soit fonction de et p, fonction de u La 
pieniieie hypothese nous donneiait evidemment 

La seconde se traduira par les equations 

(1 — U-) S {u) dit = di’ij 

(i — icl) 5? 1 ( zii ) du^ = (i- p2) g( p) 

{ i -j- U") if { li) dll — — ( I H- p j) (ji (Pi ) di^xj 

(I -h 1 ) r)‘ 1 ( Z£i ) dllx “ — (l-h P“)g(P) f/pj 

It ^ { li) dll ~ Pi^i(Pi) d^x ) 

££l 5^ 1 ( ££i ) dlix = ( p ) d^^ 

qiu donnent 

I I 

Pi = — , p zrr , 

It Ux 

Si Ton se borne aux surfaces rcelles, on voit qii’a une nieme sui- 
face minima on pent fane coiiespondre les deux fonctions 

nf(l£) CL 

li' \ lij 

qui sont dilferentes en general Nous auious a revenir siir ce 
point tres important, pour I’etiidiei d’une maoiere detaillee. 
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CHiPITRE III. 

LES SURFACES MIKIAtV EN COORUONNflLS TANGENT lELLES 

Formulcs relaLnes au plan tangent cL a la noimale — NouveJIe iiicthocle tl’inLc- 
giation de rcqnalioii au\ dcinees paitielles des sui faces minima — Equation 
de CCS sill faces cn cooidonnees langentielles oidiiiaiics — Detcimmalioii cles 
foncLions /,(«,)> quand la suilacc esL donnee seulcrncnl 

pai son equation cn cooidonnees tangenlicllcs — Ligues de touiliuieci ligiies 
asymptoLiqiies, llieoieme de M Michael RohciLs — Tiansfoi ruation que suliis- 
sent les foncLions /(^Oj/i(^^)j ) quand on eTectue un cliangement 

de cooidonnees — Detei mi nation de LouLCs lea suitaces minima qui soiit do's 
sill faces de levolutionj des lielicoidcs on des surfaces spnales 


193 Apics avoir mdique les foiiuiiles qui di^finissenL les points 
de la suiface minima, cons allons eludier celles qiu coiiceriieDL 
le plan tangent et la normale 

SoienL c, c\ d' les cosinus direcLcurs de la noimale Ils serouL 
deli ms par les equations 


(0 


dno 

c— -4- 
Oil 

dor 

c~ h 

Oui 


, 0 y 

^ oil 

Oil, 


c — 

Oil 


o, 


Oui 


Si Ton reniplace les deiivees de r, z par leiirs valeiirs tirees 
des foimiiles (I'y) [p ‘aSg], on tronvera, en altribiiant nn sens de- 
termine a la noimale, 


( 2 ) 

I -H UUi I -i- UlL^ I -r- UUy 

Si Ton eent Tequalion dii plan tangent sous la foiine 
(3) {iL H- -T- l{lLi — Zi)Y -r-i lilLi — l)Z -H ^ = 0, 

on am a 

— q = zii) r -f- i(zzi —ii)y r)^ 

En siibstiLiiant a la place de y ^ z leiirs valeurs deduites des 
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mernes foi males ( 17 ) on aura 


(!) 


/ n 

{li —c/ I {ui~-cCi 


les inLegiales lelalis^es a ^/ et a (yj deAant elie puses suntan t les 
mernes cherains que celles qui se rapporlcnt k n el d rii Si, jooui 
ne pas avoir cle quadiatuie, on emploie les foimules ( 18 ), on lion- 
vera 


(5) ? 2 Wl — )] 


19-^ Les vaiiables a, ? constituent ce systcnne pai ticulici 
cle coorclonnees tan^cntielles fpie nous avous etuclie an Clia- 
pilre VII dll Livre precedent Avan t cle continuei, nous inontie- 
rons cpie Irs foimules elablies (n® 165), lelativement a ce systeme 
de cooiJonnees, permcUent cle cleLeiminei toutcs les suifaccs nn- 
nima par une methode qui rcMcnt, an fond, a celle de Legendre 
Reprenons, cn effet, ces equations en y lemplacant & par ii, [i 
par D’apres la pieniiere cles formiiles (35) [p 246 ] fait 
connaiUe les layoiis de couilnire cle la surface, nous recon- 
naissons immediatcmcnt c[ne recjuation aiix cleiivees paitielles 
cles surfaces minima seia 


( 6 ) ^ — pit — qui — uiii)s = Oj 

/p, s dcsignant, suivant I’usage, les derivces de ? Cette 
equation aux. derivces parti elles s’lnt^gre par les procedes legu- 
lieis et, en paiticnlier, par la methode de Laplace, mais on pent 
encoie opciei comine il suit 

Pienons la clcriv^e seconde du premier membrepar rappoil a u 
et a , nous Irouverons 


(l -f- UUi) 


du ()ui 


o, 


s sera clone la somnie d’une fonction de u etd’une fonction de z/|. 
D’ailleiiis, en ddferenLiant Tecpiation ( 6 ) par rapport a u ou par 
rappoiL a U\y on obtient les deux e^quations 



t = 


I 

h u 

Ui 



Os 

Oiii 


(7) 
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qm permetLent de calculer r et t quand 5 est connue Oa pourra 
done trouver /> et ^ par I’mtegratiou de deuN: difteien tie lies a 
deux variables 

Ecrivons s sous la forme 

(8) i =f’{u)^ 

nous aurons, eii vertu des equations ('7 ), 

( Z’ ~ — fl -r- Uli\ ) 

) t — — ^I-+- lUt^)j'{{LLi ) 

et, par consequent, 

( p =J { r da -1- s dui ) 

= ijdih )— )H- ' 

V*-/ j 

i q~ J (s da -h t dui ) 

[ =if(a ) — u f\u)-T- a j\{Ui I — ( I -f- iuL[ 1 f'[ ( a^ ) 

II est iinitde d’ajoiiter aux valeurs de p et de q des constantes 
qiie Ton pent toujours supposer leunies a f{u) et f\ {u\) Si Ton 
porte ces valeius de p et de jointes a celles de 5, dans Tequa- 
Lion (6), on letiouve piecisement la valeur de ^ donnee pai la 
foriniile (5) 

19o L’equalion (5) doit etre legardoe comine T^quation de la 
surface, ecriLe dans im systeme paiticuliei de coordonnees Langen- 
tielles, mais, si Ton piend Tequation du plan tangent sous sa 
forme la plus geneiale, 

UXh-VY-^WZh-P = 0, 

on pent aussi obtenii la relation entre U, V, W, P, qui caiacte- 
use les surfaces minima 

En identifiant Tequation precedente avec la smvanle 
X{u -h a I } ^ lY ( til — u)-i-Z{ mil — i ) -h ^ — o, 
on tiouve, en efTet, 

U _ V __ W __ P _ dz v/U^ -4- w-^ 

u-^ifi i( Ui — u) mil — I \ 
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et, par consequent, 


, V — iY 
“ ” H — W ’ ^ 


H designant le radical 


H-W 


aP 


II=±v/U2-+-V2-i- W2 

Portons ccsvaleius dans I’equation (5), nous trouverons 


r-(u-.v)/(Hlw) 


-(U + 


U — iV 
H — W 


-11/ 


,/U + tV 
III — w 


G^)] 


Si I’on suppose la surface reelle, les fonctions / et y, seront 
imaginaires conjuguees Poaons 


/U^.VN 


~ Fi H- ^ Fo, 


Fj et F 2 etant la partie reelle et la paitie nnaginaire de / On 
obtiendia, par nn calciil facile, I’eqiialion 


P = — 2 IP- 


rUFi-i-VF2"| 
LiI(W-4-1I) J 


d’ou les imaginaires ont completemeiit disparu On pent aussi 
employer la foinie 


Ua) P = aUFi -f-aVF, - - 1 - -h W^) 


OU oV 


qui a ete donn^e par M Weieistrass (article cite, 2^ GaS) 
Supposons, par eKemple, 


/■( zO = , 


tJ3_31jV2 
(H — W)-i ' 


m-i.r 1 - 

^ i)WLH(H — W)2j "" 


P=_2lI3 " 


_V3_+_3VU2 
^ (H — W|3 ^ 


{II -wy- 




Pour /(u) — on aurait 


[(Uh- VO'“-^H-(U — ^ 
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196 Nous piesenterons encore une reniaique sur I’ofinalion en 
coordonnees Langentielles des surfaces minima Ecrivons-la avee 
les variables », ii,, les foimules (9) nous pcrmcLlroiU sans 
difficulle d’obtenir les fonclions tf ( lelalivcs a la siii- 
face On am a 

Hi) j 

il siiffira done de calciiler les derivees secondes j ct £ eL d cli- 
nuner ^ au moyen de recjiialion dc la siiifacc ponr ohLcnii les 
equations qiu donneiit les den's: fonc Lions 
Consideions, pai eveniple, riielicoido 

y 

= aic tang — 5 

dont requalion en cooidonnees tangenliellcs esL 

P U 

^ =aiciang^,. 


SI Ton reniplace U, V, \V, P par lours expressions cii fonclion 
des vaiiables u, elle devieiidra 


IC ^ II \ If ll[ I ^ / ll 
^ =(zi£ti — i) aic tangj = iL' 


On aura ici 


u — Ui 


; = ■> 7 ^ — 1 

2 lt~ U It \ 


Ui, 


et, par consequent, 


<-3 / V t ^ , y I 

d'(zi)= 

^ ^ 2 It- w 


La deteimination des fonctions /^{ui) coirespondanLcs a 

ime surface ininiina donnee pent aussi etre obtenue, uiais d’line 
maniere moms simple 

La conibmaison des foimules (o) eL (10) nous donne la 1 elation 
nouvelle 


5 '(n- uui)— — 2 f{u)~ ( 2 ^ 1 ) 



LCS SURFACES MINIMA EN COORDONNLCS T ANO LNT I C LL C S 3 oi 


Si I’on donne a il^ line valeur constante qiielconque < 2 ,, le second 
niembre devienl cgal a augnientc d’lin polvnumc du second 

degie en u On aiua done 




'^(i -h V 


J 


Pi I 


P designant im polynume du second degre en u 
De meriie, on pourra picndre 






p\{ -H LIU)^ 


P] ( 1 ! 

_ u—a 


fieri vons P ct P, de la nianiere snivanLe 


u) — A(i — It-') -f- Bt(^ I -i- iCii, 

— — B 1 1 I “t~ It- ) -H 2 c 1 II 1 


En siibsLiLuanL Ics expressions de f{u) eL de y^ (ii|) dans l’e\pie: 3 - 
sion de ^ donnee pai la foiinulc (j), on Liuiueia un resnltat de la 
forme 


Of II, III, «, I'll ; = 2f A -f* Ai )( II -4- III ) 

H- 2(B -r- Bi ji( III — - ii; -h 2(G H- GOf mil — i ), 

oil le premiei mcmbic seia complelement connii Cette identile 
permet cMdemment de determiner, aiitariL qii’eUe^ peuvent I’etie 
(n° 191), les conslanles A, A| , . . et par suiLeles fonction'r* J{u)^ 
S’ll s’agil d’une burfacc reelle, on poiuia supposei a cL 
I'll iniaginaucs conjugues et piendie 

Ai=A, Bi = B, c, -g, 

les valours de A, B, C seront alors reelles 

En ap23hquauL cette inethode a riielicoidc, on obtiendia Icb 
e\piessions suivantes 


pour Fun des syst^raes de valeuis de/(ii) et de 


197 L’equation en coordonnees tangentielles obtenue pom 
les suifaces minima conduit a la deteimination la plus simple 
dcb lignes de courbure et des bgnes asymptotiqiics de ces surfaces 
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Lorsqu’on emploie les variables zi, z/j, q,l’equaLion diflercnl^ielle 
cles lignes de com bin e prend la forme (n° 165) 

7 dll- — t du\ = 0 

Remplacons /•, t pai leurs valeurs (g) et nous aiirons 
zz ) dll- — 5^1 ( Ui^diii = o 

Les lignes de couibure s’obtiennent done pai des quadx'a Lures 
et out pour equation 

(i4 ) J J \^rf i(^^i ) = const 

Si Ton eciit 

celte equation dctermineia le si^ne qubl faut aUril)uer an radical 
pour cbaciinc des Iignes de coiiibiiie etles founules (33) [ p - ^4^1] 
nous donneiont les coordonnees X, Y, Z du centie de coiirljure 
et le rayon principal R coriespondanL a la ligne de coiirburc consi- 
(Icrec On a ainsi 

I 2 R = ( r -f- )-\' rl {in i( ffi ), 

„ ll- l/r — T , 

z = ;-t J 

I X — lY = T — ly -h lli( I -t- r7l( (/l), 

[ \ -h Z Y = T -f- Z/ -4- ZZ -i- UUi)y^{Ll) 5'i(zzi), 

6’, J', G etant les coordonnees lecLangulaires du point de la sur- 
face 

L’equaUon dilferenlielle des hgnes asympLotiqueb s’oJotient 
egalement sans dilficulte, soil avec les coordonnees ponctuellcs^ soit 
avec les cooidonin^es Langentielles Si Ton emploie, par exemple, 
I’eqiiation (3 j) qne nous avons donnee [p 246 ] relativement au 
systeme (u, zz,, ?) 

(i -4- zzzzi )( / du-n- 2S diidui-i- t dui) 2 dll duii^ — pic- — < 21 ^ 1 ) = o, 

le coefficient de duclu\ sera mil en vertii de Tequalion aux d<^- 
iivees paitielles de la suiface, et il restera 

§{ii) c/zz-M- 5^1 (zzi) du \ ~ 0 
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On voiL qiie les lignes asymptotiqiies se determinent encoie par 
des quadraUircs ( ’ ) 

On a pour leur equation en ferines finis 

(i6) J du±: ij diii= const , 

et les qiiadratur es sont cclles qui figuieiit dejct dans V equa- 
tion des lignes de coiu biu e 

Pour obtenu des surfaces minima algebnques dont les lignes 
de courbiue et les lignes asvmpLoliques soienL algebnques, il 
suffira done de connaitre deux fonclions algebnques 
Lelies, que les quadratures suivanLes 

{III) dill 

soienL aussi alg^brujiies 

Loisqiie la surface eslii^elle, les equations des lignes dc coiu- 
biiie peuvenL s’ecriie 

S^'^^ii) dll = const , {ii) clu = const , 

eL celles des lignes asymptotiqiies 

i^{ii) dll = const , ~ iS{u) dll = const 

198 Les formules relatives aux coordonnees tangentielles per- 
mettent de resoudre simplement une question essenlielle et de 
leconnaitie comment se transforment les functions /(u), 

quand on elTectue un cliangcment de coordonnees 
oil, ce qui est la meme chose, quand on deplace la suiface en con- 
seivant les axes 

Siipposons d’abord que Ton soumette la surface a une transla- 
tion dont les composantes soient \ fx, v Liquation du jDlan 


(’) La tl(SLcunination des lignes de courbiire et des lignes asymptotiqiies est due 
a M JMichael Roberts qui I’a Jonmie dans un IMiitnoiie Sur la suiface dont les 
layons de coinbuie sont egaux, mau diiiges en sens opposes^ inst^re en i84t> 
au Joiunal de Liouville, t \I, sdiie, p 3oo Ce beau ti avail contient aussi 
des lechciclies sur I’aiie de la suiface ainsi que sui la surface minima r<5glee 
laplus geneiale 
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tangent 

( ll -}- Zti)\ H- l{Ui — u) \ { III! I — l)Z ^ o 

cleviendia 


{u -r- Z^i)X -f- l{Ui — tl)Y -r- {Ulli — l)Z H- = (j, 

q' 3} ant pour valeui (n‘^ 1G7) 

) (Ji ) — t[J.(z/l — ll) — v(zzzzi — i) 

On o])Liendia cette noinelle valeur de q' en substitiiant aii\ 
fonctiuns /(«), Igs siuvantes 


(17) 


/{in — — lC~) - -j- (J -H 

a I \ 1 


vi(“i ' ' — 7 ' I — -h ^ p ■ 

+ ! 




cjiii sent iniaginaiies conjuguees si J {a)) J le sont anssi Les 

valeui sdcb lonctions ne seront pas cliangecs, coinmc 

cela etaiL evident a pi 101 1 

Iinaginons inaintenant que Ton imprime a la surface unc lota- 
tion quelconqiic autoui de roug-ine des coor Jounces Un point 
qiielconqiic M de la surface viendia occiipei une ceitainc position 
JNb Soit 

( CJ -i- Pi -1“ 6((’i — P)\ -r ( PPi -- I )Z -H ^ — (j 


L’equation Ju plan tangent en On aiiia (n'‘ 167) 


(iS) 

( 19 ) 


ini> — n 


Ur- 




■ jji — fii\ 
. _ yr n/in 

' l,/n~ nvi){m^— 


Sil’on clesigne pai’ o (p), ^ | (P| ) les fonctions analogues a /(«), 
/i(ui) et relatives a la surface cI6plac4e, ^ aura pour e\piession 

f' = 2P,o-(l.) -+- (i-t- vvy)[g'(v) -4- 1], 

et Ton aura a deteiminei g{v), gi{Vi) par la condition 


j 2 iJi/( 1/ ) + 2 k/i ( I t,) - ( [ H- mii ) [/'( It) +y 1 ' ( <ti )] 1 ^ ^ 

' mniD -I- rt/tu 

= 2(',5(,c; H- 2P^,(PlJ — (w ((>,)] 
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PoLii cleduire de cetie Equation Ics expressions des foiictions 
8 o ‘ pouriaiL appliquei^ la method e geiierale du n° 196, 

maiSj avec quelque attention, on apercoit la soliuion snivante 

g{v)= (Wo— /4P)2, 

—nviY, 


ou 0 designe le determinant de la substitution 

0 = /)l??lQ H- 7lllu, 

et qiie Ton veriliera aisenient Si Ton reinplace u el par leurs 
expressions en p, p,, on aura 


( 20 ) 






( mo — (O- 


( 771 — 71(^1 )2 




mv -h 7i \ 
77^0 — 7io P ] ’ 
7?Zo (^1 no\ 
711 ~ 7Wi / 


199 La question que nous nous ctions proposde esL ainsi coin- 
pletement resolue, car, pour obtenir les resultats relatifs au dd- 
placenient le plus g(^neral, il suflira de considdrer ce deplacement 
comme resultant d’une tianslation quclconque et dhine lotalion 
autOLir de Torigme des coordonn^es, et d’appliquer succcssivemenL 
les foiniules (i ; 7 ) et ( 20 ) Ilnous leste seulement a cxaminei ceque 
deviennent lesfonctions (u\ ) apiesle dt^placemenl le plus 

general et, pour cela, il suffira de diflerentier trois fois par rapport 
a r ou a les Equations prdc^dentes ( 20 ) On obticnt ainsi, endd- 
signant par {)’(<-’), les deriv<^es equations 

sinvantes 


( 21 ) 






(7)10— riov)'* 

82 ^ 

(771 7lVi )* ^ 


= 

i(i^r) = 


\7}Iq~ 

O-Z ^ /; 720 (, j - 4 - 72 q \ 

(rn — 7ii^i )’*■ ^ \ — 7H’x ) ’ 


qui font connaitre de la mani^re la plus simple la forme nouvelle 
des fonctions ^'{u)^ Il est aise d’en deduire quelques re- 

lations qin seiviront de xeiification a nos calculs 
D — J 


20 *" 
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Si Ton iient compLe cic Tjclentite 

o( r ('Pi ) 

I - 4 - uiti = ^ . j 

( niii — ?iov){ni — ;u’i ) 

on dckluira cles formules prccedentes la relation 

(i -H = (rn- iniiy:^hu)rli(ui), 

c|Qe nous aui'ions pu ecrue a pi lon^ puisquc chaciin cles deii^ 
membies doit representer qiiatie fois le carid du raj on de coiii- 
bme principal 

D’aiUie part, on a 

ilu _ 0 <hL\ __ 0 

ch ~ {m^ — chi ~~ {ni — 

pai consequent les Ibrinules (aij condiusent aux: relations sui- 
vantes 

j q{v)ch\ 

( :^i(Ui)da\ — qi{vi)ch], 

et Ton leconnait ainsi que Jes equations djfferentielles (i4) et (i6) 
des lignes de courbiiie et des lignes asyinplotiqiies ne subissent 
aiicun changement de forme lorsqu’on effectue la transformation 


200. Nous allons donner Line application des resultats prece- 
dents en cliei chant toutes les surfaces minima c[iii sont en meme 
temps des helicoides on des surfaces de i evolution. II suffira ^vi- 
demment d’exprimer cpi’il existe un ddplacement h^licoidal con- 
tmu dans lequel la surface chercliee ne cesse pas de coincider avec 
elle-mcme Pienons pom axe des ^ I’axe de ce deplacement qui 
est aussi celui de riielicoide Si I’on fait tourner la surface d’nn 
angle fini 9 autour de cet axe, les formules (i8) prendront ici la 
forme ties simple 

qui convienta ce deplacement (n'' 28^ etTon auia 

m — e ^ /i = o, 7^0 =e 7Zo=o 

En siibslUuantces \aleurs des constantes dans les formules (' 2 i), 
on trouvera 


(iS) q(v} = r^( 
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■et ces expressions de (f?^) ne seiont pas changees si Ton 

imprime a la surface dans sa noiivelle position la translation pa- 
rallele a Faxe des z qiii Famcne a coincider avec sa position pri- 
mitive On devra done avoir 

()'i( ~ c'f i(c;i), 


par suite, ri(v), rf, ((’,) duvront satisfaire rcspcctivement aiix 
•equations fonctionnellcs 


et cela, pour Louies Ics valours de & 

Ges equations expriment quo les produits de- 

ineiuent invariables qiiand on y reinplace p, P| rcspecti veinent 
par et sont, pai consequent, constants. On pouria 

done posei 




r'V ( ^0 = 






— , 

"r 


a et S' d^signant deux constantes qui seront reelles si la surface 
est reelle 

Les lielicoides qiu correspondent a ces valeuis de 
soiit ceux qiii ont etd olitenus par M Sclierk et dont nous avons 
donne Feqnation au n^ 180 Nous les relroinerons plus loin La 
surface minima de revolution, qiu est Falysseide deja i^tudiee au 
n® 66, coirespond a la valeur o de a, Flichcoide gauche a plan 

diiecteur correspond (n° 196) a la valeur ^ de la meme constante 


201 Clierchons encore toutes les surfaces minima qiii rentrent 
dans la classe des surfaces spit ales signalees au n® 89 et decou- 
vertes par M Maurice Levy Ces sui faces, nous Favons vu, 
jOLUSsent dela propnete de reprendre leur position mitiale si on les 
fait tonrnei d’un angle qnelconque 6 autour de leur axe et si on 
les soumet ensiute a une trans forma Lion homotli^tique dont le 
pole est SLir cet axe et pour laqiielle le rapport de similitude est 
a designant line constante Si Fon a pus pour axe des z Faxe 
de la surface, il faudia done qiie la fonction {j’(p) lelative a la po- 
sition noiivelle que prend cette surface, apres la rotation d’angle 
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6, soit eoale a 

En appliquant ici les formules (aS), on aura l’(?cjuaLion foac- 
lionnelle 

r^(p) = 

Posons 



on cleMa a\oir 

X((;)e«0= X(t;e-^0)e-2/0 

Si done on prend 

m = 1 — ai^ 

]1 viendra 

).((;) =:).(pe-^0), 

etj par consequent, sera ime constanLc 

On a done 

(25) = (4-1- 
on tiouveia de meme 

(26) ^i(t«’i) = (A-BO(^"-^“ 

Nous Jaissons an lecLeurle soin de verifiei qu’A cos (‘xju’cssions 
des lonctionsj^j coircspond une siufacc qui joint eirccLivemcuC 
des pioprietes que nous avons reclierchees Si Ton suppose a = 0, 
onretroine, comme il falJait sy altendrc, les Iiclicoidcs du nn- 
inero precedent 
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CHAPITRE IV. 

■REP nils ENT ATIOIVS CONFORMES DES SURFACES MINIM V 

Elemeru Iiiieniie cle la sniface niinima et de sa lepicseiUation sphuiqiie — La 
lepusenlaLion spJiciique lealise un tiace geogiapliique de la suilare minima 
sui la splicic — Pioblcmc de Minding — Trace geogiapliique sui Ic plan dans 
Icqiiel los lignes dc coiiilnue soiU lepiesenLccs pai Ics di Giles paialltles au\ 
a\es — Thcoitme de Boui — Reclierche dcs surfaces minima a lignes de coui- 
biiie planes — Siiiface de M 0 Bonnet — Sin face de M Ennepci — Foimcs 
diveises de rLlumcnl lincaiie — RepicsentaLious planes cle la suifacc imliqiices 
pai Riemann 


202 Les resiiltaLs oLtenus Jans les CIiapiLres precedents cou- 
diiisent a un giand nombie de consequences Nous allons deve- 
lopper d’aboid celles qiu concernent les diDfeientes representa- 
tions cle la SLIT face 

Les formiiles (17) [p. 289] nous donnent d’aborJ pour reiement 
lineaire de la suiface Texpression sun ante 

(r) (n- uui)~ {u) i{ui) da diii^ 

a laquelle nous joinclrons celle cjiii determine Telement lineaire 
de la representation sphencpie 

(2) = dc’--^dc'^+ dd"^ = 

La comparaison cle ces formiiles met en evidence une proposition 
dll plus haut mti^r^t, due a M O Bonnet . La representation spJie- 
iicjue de la surface minima realise une representation con-- 
Jor me, un tr ace geographique de la surface sur la sphere 
II est ais^ cle demontrei que cette propnete caracterise les sur- 
faces minima Toute surface autre que la sphere, pour la- 
quelle V angle de deux coinbes est egal a celui de leurs 
representations spher iques, est necessair ernent une suiface 
minima Cela resulte imm^diatement de la proposition dnoncee 
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au 1-42 Nous avons vu que, si Ton considere line coiirbe 
passant en un point M cle la surface et y aclniettant une tan- 
gente MT, elle a pour representation splierique une combe 
qui passe au point image de M, en y adniettant pour tangentc 
une diojte perpendiculaire a la tangente conjuguoe de MT II siiil 
de Ici que, si deux combes issues du point M y admettent les 
deux Langentes MT, MT^ Tangle de leurs lepi eseiitations splie- 
nques en m sera egal a celui des tangentes MU, MU' conjuguees 
de MT, MT' L’mdicatiice de la surlace cherchee doit done etre 
une coLirbe telle que Tangle de deux quelconques de ses diameties 
soit egal a celiii des diameties conjugues Cette piopricte n’appar- 
lient qu’au cercie et a Tliyperbole equilateie, la suiface clieichee 
ne pent done etre qiTnne spheie ou une sutface ininiina 

Plus generalement, s’ll existe sui une suiface un sysLeine or- 
tliogonal adniettant pour lepresentation splierique un sNSfrme 
orthogonal etne se confondant pas a\ec celui qui est forme par 
les lignes de couibure, on aim era a la meme conclusion Car 
Thypeibole equilateie est la seule conique pour laquellc deux dia- 
meties rectangulaires ne sc confondant jias avec les axes puissent 
admettre conime conjugues deux dianietres rectangulaires 

203 Imaginons, d’apres cela, qiT6tant donm^ un systeme or- 
thogonal (S) quelconque trace sur la sphere de layon i, on pro- 
pose de trouver toutes les surfaces (S) telles que, si Ton eflectue 
leur representation spln^rique sui la splieie precedente, les- 
courbes de la surface qui coriespondent a celles du systeme sphe- 
iique oithogonal (S) fornient un systeme (S') (§galemciit ortho- 
gonal Le piobleme ainsi pose sera susceptible d’unc double so- 
lution ou bien le systeme (S') sera forme des lignes de couibure 
de la surface et alors la question sera ramen^e a la suivante sur 
laquelle nous avons di^ja donne quelques indications (n"^ 162) . 
Tioiwer les surfaces dont les lignes de courbui e admettent 
poiu image splierique les combes dhin systeme oi tliogonal 
donne j ou bien le sjsteine (S) ne sera pas forme des lignes de 
courbure et, dans ce cas, la suiface devia etre une suiface mi- 
nima qui sera d’ailleurs quelconque 

Les remarqiiesprecedentesexpliquentcei tains resultats obteniis 
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par Minding dans un Lravail (*) public en iSoa Ce savant geo- 
m^tre commence par gen^iahser et etendrc a une surface qiiel- 
conque la notion des meridiens et des paralleles Les meridions 
sont les courbes pour lesquelles la normalc a la surface est pa- 
rallele a iin plan veitical fixe, les parallcles sont les courbes pour 
lesquelles le plan tangent fait im angle constant avec le plan ho- 
rizontal En d’autres termes, dans la representation spheriquc de 
la surface, les meridiens et les pai alleles dc la surface, tels qne 
nous venons de les d< 5 fin]r, correspondent anx meiidiens et aux 
parallMes de la sphere Minding se propose de lecliercher Lou Les 
les surfaces sur lesquelles les meridiens etles parallelcs Torment 
un systeme orthogonal, et il obtient deux classes bien distincles 
de surfaces satisfaisant aux conditions posees Les uncs sont les 
SLirfaces-moulures ddja ctiidiees par Monge, les aiiLrcs sont les 
suifaces minima Ces lesultats sont une consequence directc des 
remarques qiii precedent, etnous pouvons ajonter que, sur loute 
surface minima, le lescau foime par les meridiens et les parallcles 
sera to uj ours isothermc, car il correspond a un sysLdme iso therm c 
de la ' sphere. C’est ce que les formules (2) [p ^^96] nous per- 
mettent d'ailleurs de veiifiei Les paralldles seiont definis par 
I’equation 

c" = coiibt ou itui = const , 
et les meridiens par Tequation 

c u 

= const ou — — const 

C 

Si done on fait 

u = Ui = 

I’dlemenL Imdairc de la surface aura pour expression 

ds^={i-^ p2) rf (p<2'«)rfi(pe-'‘^)( r/p2-i- 

Les courbes p=: const sont les paralldles , les courbes co — const 
les meiidiens de la suiface, et Texpression de I’element lineaue 


f) Minding, Uehei einige Gi undjoi mein clet Geoclasie {Jou 7 i\al de CiellQf 
t \LIV, p 66, 1 85^) 
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montre Lien que ces deux families de courbes constitueni un 
sj^sLeine isotherme 

En particulier, si Ton a 

= A uW 

Telemeut Imeaire deviendra 


dir' = A Ai ( I “f*" p“ ) [ fZp“ -4" p~ d^sp- ] j 

la suiface sera applica!)le sur line surface de revoluLion, les me~ 
iiJiens et les paralleles se correspondant respecLivement siii les 
deux sin faces 

20 i Nous allons mamtenant faire connaiLre d’aiiLres lepr^- 
sentations conformes de la surface minima qui ont 6le mdiquees 
par Riemann dans un Memoiie important sur leqiiel nous aurons 
a levenii ( ‘ ) 

Faisons correspondre au point (uj z^,) de la surface le point 
d’lm plan dont les coordonnees rectangulaircs sonl deter- 

miiices par les formules 

^ j ^ j Xi-r iyt = J {It) dll, 

[ a;i — lyi = /y/a .7 1 ( ) diii 

II resulte immediatemenl des formules ( 22 ), etablies au n° 199, 
que cette coirespondance est mdependante de Torientation de la 
surface C’est ce que metlront d’ailleuis en evidence les propo- 
sitions que nous allons obtenir 

L’element Imdaire de la surface, determine par la fonnule (i), 
prendia la forme 

(4) l{\ + uuiY^§{ii)§i{ii,){dxl-\-dy\) = + 

R designant le rayon de courbure principal ddtermind par la pie- 


( ‘ ) RICMAN^, Ueber die Flache vom kleinsten Inhalt bei gegebenei Beg) enzung 
{Qiuvres completes, p 288, et t XIII des Memones de la Societe Boy ale de 
Goettingiie, 18G7) 



REPRESENTATIONS CONEORMES DES SURFACES MINIMA 3l3 


miere foinmle (i5) [p 802] L’element lineaiie ch de La lepre- 
seiitatioii splieiique aura de meme pour expression 

(5) ch’'-='^{dx\-+-d)\) 

La premiere de ces deux: formides demontiela propiiete quc 
nous avons annoncee La repiesenialion de la suiface minima sur 
le plan consLiUie un trace geographique de la surface, et, si nou = 
nous lepoilons aux equations (i4) et (id) du Ghapitie precedent 
[p 3 o 2 et 3o3], nous reconnaissons inimediatement que, dans ce 
tiace geographique de la suiface minima, les lignes dc couihuie 
soiit representi^es par les dioites 

Xy = const , Vi = const , 

parallel es aux axes, et les lignes a^juiptotiques par les dioites 
5?! -i-ji = const Xi — = const , 


paralleles aux bissectrices de ces axes. 

Lesformules (4) ot (5) mettent encore en evidence une propo- 
sition mteressante, que Ton pent d’ailleurs i attacker a cedes qui 
concernent le Liace geographiqne de la suiface minima sui la 
sphere Les hgaes de coin blue qia foi meiitj sin lasiujace^ 
an svst^me isothcj me, admettent pour 1 epresentation sphe- 
1 ique ua systeme qai est aitssi isothei me Mais cette propnete, 
prise dans son enonce le plus gdn^ral, ne caiacterise niillement 
les surfaces minima, elle appartient aussi, par exemple, aux sur- 
faces de revolution et aux surfaces du second degre (n*^ 1!21) 

20s On ohtient d’autres propositions qui meritent d’etre signa- 
lees en intioduisant dans les formules les deux fonctions 

cc =ar'i H-iji], 

(3 = 571 — lyY 

u =/(a; = A, Uy = cp((3)= B, 



(G) 

On aura alors 
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Jl4 

A', c]esi;^nanr les clerivees des foncLions A et B, et les cJements 
hneaiics ch et rh aiiiont pour expressions noiivelles 


(S) 


= 


4 A'B' 


= 


4 VBV/a^/p 
l^i-nABp 


De la resulte le theoreme suivaat 


Si Von a mis, cViine maniei e quelconque ^ V element Imeaii e 
de la ^plih e sous la foi me 

da- =: X da. tr/p, 

V element luieaii e 

ds"- = J da f/p 


seia celui d’une surface minima pour laquelle a + ^ et a. — ^ 
seiont les pai ameti es des ligne^ de cow biu e, 

c[Lii a ete enonce, pour la premiere fois, pai Bonr ( ' j et qui lesulte 
aussi des belles recberches de M Weingarten, snr lesquelles nous 
aurons a levenir, poiu les exposer dans tons leiirs details 

Introduisons dans les formiiles de IM Weieistiass les notations 
nouvelles dcfinies pai les equations (6) et (7), ces foi mules se 
cliangeront dans les siiivantes 



([III, sous cette loime, oni ete donnees parEnnepei en 1864? dans 
Tarticle citt^ plus haut(2j Si on les lapproclie du tbeoreine do 
Boui , elles permetten t de determiner les surfaces minima admettant 
pour representation splierique de leurs lignes de courbiue un 
53/ Sterne isotlicrme donne de la sphere En effet, si ce sjsteme iso- 


(‘) Bohr, Theoiie de la deformation des siu faces [Joiunal de VEcole Poly- 
technicjue, WVIV Galiier, p 118-119, 1862) 

(q Elles se ttoiivent aussi sous une foi me legeiemctu clifTcrente d.ins le Mc- 
juoiie clc Bicinanii [CEuoies completes^ p J92) 



JICPRESENTATIONS CONTORMES DES SURTACES MINIMA 3l3 


therme esL cloniie de forme et de posUion, on connaiiia les fonc- 
tions A et B et les foimules precedentes donncront la saiface 
minima chercliee Les sin faces homotiietiques s’obtiendront en 
lemplacant a et [3 pai ma et /?z[3, m etant une constante. 

206 Proposons-noiis, par exemple, de tioii^erles surfaces mi- 
nima admcttant pour representation sphenque les sjsLemes iso- 
thcimes composes de deuK families de cercles Le plus genetal de 
ces systemes, dans lequel les cercles de chaque famille passent 
par deu\ points disti/icts^ correspond, avec un choix convenable 
des axes, anx valours suivantes de A et de B, 



h designant une constante reellc mf^iieure a i Les formules 
precedentes nou'^ donneiont alors 

_L [h( a -h P)-h sina-4- sin p], 

\ — h- 

^ [a — p - 4 - //( sin a — sin p], 

2 / 1 — A- 

— - r cosa H- cosfi], 

2 *- 

L’eleinent hneaire de la suiface seia determine par la fonniile 

ch- = — r cos^^ ^ “h A cos cl'x 

1 — A- L 1 2 J 

Si Ton pose 

a = X -f- I [J., 
p = X — 

\ et p. seront les paramelres des lignes de coiirbiire Multiplions 
pai y'i — /i-!, les expressions des coordonnees prendiont la forme 
suivante 

X = h\ -h sinX cos i p, 
y = — p -h hi sin z p cosX, 
z — \J h- cos X cos p z, 
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et I’elemenL Imeaire aui’a iDOiii valeiir 

( 12 ) ch- = [costfj. 4- h cosX]-(<:A“ -h d\s.-) 

Ces formiiles ont ete donnees par M O Bonnet ( ' ) 

La surface piecedente n’a pas encore ete etudiee, croyons-nous 
Paimi ses pioprietes, nous signalerons les siiivantes 

La section pai le plan Jes xy se compose d’un nombre illimilc 
de cliaineLies toutes (^gales, ayant leurs bases pai alleles a I’axc 
desj Ces cliainettes sont des lignes de coiirbure planes de la sur- 
face Pai cette propiiele d’avoir pour ligiie de courbiiie line chai- 
nette, qiu suffirait, nous le verrons, a la deterinmei, la sin face se 
lapproche de I’alysseide C[ui coriespond a I’hypoLliese h = o 
Mais le plan de la chainette n’esL pas un plan dc s^metiie de la 
isurface et la coupe sous im angle constant, dont le cosiniis est 
egal a Ii 

Les lignes de coiiibiire p = const, sont des coiirbes analogues a 
la cycloide et dont on obtiendia la foime en projetant nne cycloide 
allongee sur un plan paiallele a la base de cette couibe Elies sont 
definies dans leui plan par deiiv equations de la forme 

37 = /iX 4- « sinX, 
y = s/a- — h~ cosX, 

OLi X est le parametre variable, et elles sont rectifiables 

207 Sill line suiface quelconque, les lignes de coiirbure planes 
bont caiacteiisees, nous le verions, par la 2 :>ropri^te d’admettre 
com me repiesentation splieiique un petit cercle de la sphere 
Pour obtenir toutes les surfaces minima a lignes dc coiiibiiie 
planes dans les deux sj’-stemes, il nous suffira done de jomdre a 
la suiface precedentc ceile qiii admet, pour lepiesentation splie- 
nqiie de ses lignes de coiubure, le syst^me paiticulier dc ceicles 
dans lequel les cercles de chaque famille bont tons tangents en un 
meiiie point et ont pour piojection ster^ograplnque deux sys- 
teines de dioites lectangulaires (-) La surface correspondante, 


(’j Coniptes rendiis, t \LI, p loS-j, iS55 

(*) II scrait inutile, 011 le clemontie aisdnient, de lecherchei les suifaces minima 
a lignes de couibuie planes dans un scul systeme En eflet, touLc suiface minima 
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qui est coinpiise comme cas limiLe dans la precedentc, piesente 
les propiietrs les jdIlis interessaiites et merjte d’etre etudide d’nnc 
mauieie dctaillee Elle a ^te signalee par M Enneper ( ' j 
Dans ce cas, il iaudia faire 

A = a, B = p, 

Oil, ce qui esL la meme cliose, rcmplacer dans les formules de 
M Weieistiass rJ(u), par uoo memo constante Pxenons 

cette constante cgalc a 3 Nous aarons 

(j 3) 7 = dl (3 — ZiM, JK = dv.z(3 ZZ -i- ^ = dl3zi2, 

et SI I’on pose 

= a — 2 p, 

y el ^ seiont les ^^aramelies des lignes de coiiibure 

On a d’abord, en devcloppant les expressions des coordonnecs, 

( '17= 3y-H3ap2 — c^3, 

(li) j = 3p-+-3a^p — p3, 

( ^ = 37:i~3p2 

La siuface est algcbiique el umciusale Dans le Liace geogra- 
pliujne sill le plan, les sections planes sonl representees par des 
coLirbes du Lroisienie degie qui n’ont aiiciin point cominun et, par 
consequent, la surface ebt du neuvieine degre 

Les plans des bgnes de coiubiue ont respectneinent pour equa- 
tions 

v-hvjz — 3 c/ — o a** =0, 

JK— P -3 — 3 p — 2 p'^ = 0 



admeltanL pom lepicsenlation splidiiquc clc ses lignes cic couilnne im s3StLine 
oitliogonal ct isothetme, on seiaiL conduit k leclicichei sm la splieic uii s^'^sLeme 
isoLljeirnc clont line des families seiileracnt seiaiL composce de ceicles Oi, la pio- 
posiLion demonirce au n" 127, rclaUvcment aii\ s}sttmes isothciincs plans doiu une 
famille est composee de ceicles, s’etend immcdiatemenl, par une simple inveision, 
auv s^stLines spliL-iiqiies, et elle nous per met de concliiie qu’il n’exisLe pas sui 
la splieie dc s^^steme isothcime dont une seule famille soit foimee de ccicies Par 
suite, il n e\iste pas de suiface minima a lignes dc combuie planes dans un seal 
sysUnie 

(^) Enxfplii ( \ ), Anal} tisch-geomet? ische Untei suchungen {ZeiUchi ift fui 
Mathematik imd Physik, t IX, p loS, iSGJ) 
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Nous veiTOiis comment on pent les construire geometuqueinent 
Iliesnlte d’ailleurs cles foimules ( 14 ) les ligne^j cle courbure 
sonL des combes iinicuisales dii Uoisieme oidie , et nous allons 
montrer qu’elles sont 1 ectifiables 

En effeL, le calcul de Pelement lineaire dela siiiface nousdonne 
ici 

= 9[i -f- ^ -h 432 ^, 

cL SI I’on fait, par exeinple, jj = const , on am a 
ds — 3(i -f- a2 -f- (j-) 

el, en integiant, 

9 = 3(i -h (32)a H- 

Laissanl an lectern le som de demonLrer que les lignes asymplo- 
iiqiies sonL c\ la fois des helices et des cubiqiies gauches lecli- 
liables, nous allons cberchei ce que devient ici la generation qtic 
nous a\ons donnee an n^ 105 pom lontes les surfaces a lignes de 
eombiu'e ])lanes 

L’equation du plan tangent au point de parametics a, |j prcnd 
ici lafoime 

( Tb) aar — apjj -1- n- ^2 _ ^ 3 jj2 __ 3 ^2 p', — a'* — 0 

Si, confornn^ment auK mi^tbodcs du n° 101, on reciil de la ma- 
mere suivante 


j 2 _i_ ( - 3^2 4- i;2 _ p — 0^ 

on voit qu’il esl le plan ladical des deux spheres de layon nul 

{x — + — 2a-H-r')2 = o, 

_4|3)2 4_(-_|_ 2p2_,|2 — 0, 

dont les centres decrivent deux paraboles qiu sontfocales I’une de 
Tautre L’application du theoi^me du n° 105 nous donne done la 
generation suivante de la surface de M Enneper 

Coiisidei ons dans Vespace deux pai aboLes cjai sont focales 
Viine de Vautie La siuface est Venveloppe des plans eleves 
peipendicidaij enient siu les milieux des coi des qui joignent les 
points de Viuie des cow bes aux points de V autre Les plans noi - 
niaiix aux deuxpai aboles aux exli emites de Vuae de ces cordes 
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sont les plans des lignes de coiuhiue qui passent pai le poini 
de contact de la surface et du plan perpendicidaire sw le 
milieu de la coi de La siujace ( fig 1 4 ) est ainsi const! aite pai 
plans et pai points. 

Fig r4 



SUnrACL MINIMA d’enncper 

(Ij’npios 1g nioclolo conbLunL pai M (j Hcitiiig oL r.iisaut pai lie de la collection 
do jM L Bull, .1 Dninistadl } 

I-c iLseaii rectangulaiic figuic siii la suiface est compose des lignes dc coinbuu 
les coLiibes cn diagonale sont tics lignes asymptoLiqucs 

L’equaLion du plan tangent nous moiiLie d’ailleiirs que, dans le 
Jrace geograpliiqnc de la surface, les coiirbes de contact des cones 
eiiconsciits a la suiface sont repiesentecs par des combes du qua- 
tiieme oidre ay ant, on le reconnaitia aisement, lo points coin- 
muns a rmfinj La classe de la surface seia done egale a 4“ — lo 
011 6 . 

208 L’application du theoreme de Bour conduit, pour relement 
lineaire des surfaces inimma, a diverses formes que Ton rencontre 
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□ 20 

dans les applications et qu’il est bon de connaiLie JNous allons Ics 
signaler lapidement 

Pieuons d’aboicl relement Imcaiic de la sphere sous la forme 

\diclY 

Si Pon reinplace x ct y par des fonclions A et B do et dc [j, on 
a lira 

^ , 4 A' B' ch r/a 

(A-Bp' ' 


PciL’ suite, on trouveia, pom Pelement lineaire de la suiface mi- 
nima, la loinie 


ch^- = 


I V-BV 

4 A'jr 


da tZp 


En s libs ti Loan t a 7 et a [3 les variables 



on aura 

(17I (^Ai — Bj )2 r/ai f/pi 

Cette forme a ete obtcnue pai M 0 Bonnet et par Bom 
Si Pon eniploie la forme 

, ^ ^ dr dv 

(i-ha77 y 

pom Pelement lineaire de la sphere, on sera conduit de memc a 
Pexpiession suuante de Pelmnent hncane de la surface minima 

08 ; ds^^={i^X,Biyda, rZpi, 

qui est due a M Lie 


209 Nous teimincrons ce Chapiti’e en signalant d’auLres traces 
geogiaphiqnes de la surface sur lesquels Riemann et M Bel- 
trami (•) ont appele I’attention. 


(') RinMVNv (B ), Uebei die Flache vom Kleinsten Inhalt bei gegebenei Be- 
gienzung {CEiivies completes^ p 283) 

Beltr\mi (E ), Sidle ptopjieta genetah dalle siipeijicie d^aiea minima 
{Memoiies de VAcademie dcs Sciences de Bologne, 2^ sene, t VII, 18G8) 
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Ils leposeiU sur la propiieLe suivaiiLe Les sections de toute 
sill face minima pai une sene de plans paralleles constitaent 
line famdle de coiuhes isotheimes de la sin face. 

Employons, par exeinple, les formiiles cle M Weierstrass 
Tome fonction Imeaiie cles cooiclonuees z d’lin point de la 

sinfdce seia de la forme 

ax ~rhy ^ CZ 

Par consequenlj les secLions de la stirlace par les plans parallMes 
ax -H = const 

constituent nne des deux families da sjsLeme defini pai les equa- 
tions 

) = const , 

) — const , 

systemc qiu est ala fois isolherme et oitliogonal Si Ton onente 
la surface de mani^re qiie les plans secants soienl horizontauxj les 
Lrajecloires ortliogonales deviennent les lignes de plus grande 
pentf‘ de la siuface 

II resLilte des remarques d6veloppee3 au Cliapitre II que I’on 
peuL, SI la siuface est donnee, obtenir par des diflerentiations et 
des eliminations les fonclions <!>(?/), On pourra done 

toujouis determiner sans aiicune cj uadi atiu e les lignes de plu:^ 
grande penle de toute surface minima donnee 

Si I’on fait correspondre au point (tz, ) de la siuface le point 
d’un plan dont les cooidonn^es lectangiilaires sont donnees 

paries relations 

Xq - 4 - LVq = ^{u), Xq — IJ'o = 

on aura les tiaces geographiques dont nous voulions parler, etpoiir 
lesquels une s^rie de sections parallMes de la surface est repre- 
sentee, sill la carte, pai les droites paralleles a l’a\e des y^ landis 
que les drones paialleles a I’axe des x representent les lignes de 
plus grande pente de la surface 

II existe evidemment une infinite de traces geographiques de ce 
genre, puisque I’on pent choisir arbitrairement la direction des 
sections paralleles 
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LA. SURFACE ADJOINTE DE M. O BONNET 

Suifaccb minima associees ^ line surface donndc — Suiface adjointe, formulcs 
qui la detexininenL — For mules de j\r Scliwaiz — PioposiLions diiectes et 
leciproques i datives a rapphcation et au liace gcographique des snifaces les unes 
hui les auires ~ Proposition de M Bonnet idatne aii\ lignes de couibnie et 
au\ lignes as}'mptotiqiies de la buifdcc adjointc — Determination de toutes les 
snifaces minima applicables sui unc suiface minima donnee — Suifaces mi- 
nima applicables sur une suiface de i evolution ou siir une suiface spiiale 


210. Consideroiis ime suiface minima ddfinie par les formules 
generales de Moiige, 

(0 b 

( z = C(^)-i- Gi(t;, 

ou les foncLions A, B, C, B,. C; satisfont respecLivement oxix 
deux conditions 

i dX^--h - 4 - = 0 , 

i dX]^dB]^dC] = 0 

L’element Imeaire de cette surface sera donnd par la formule 

ds^~ = 2{dX dXi H- dB dBi -h dC dCj ), 

par consequent, il aura la meme expression pour toutes les sui- 
faces minima d^finies par les formules 

(3} 7 = 

[ ^=: e'aG(ifj-^e-^c«Gi(T), 

ou a d^signe une constante quelconque. Toutes ces surfaces 
sont ^videmment applicables les unes sur les autres, et les points 
coirespondants sur deux quelconques d’entie elles sont ceux qui 
sont d^termm^s par les m4mes valeuis de t et de t. On recon- 
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iiaitra aisement qu’en ces poinls les plans tangents aux siufaces 
sent pai allies 

Nous dirons qiie les equations (3) d^flnissent line famille cle 
siufaces associees Pour a o, on retrouve la suiface definie pai 
les equations (i), pour (y — tt, on obtient la symetriqiie de cetle 
surface par lappoit a I’oi’igine des coordonnees. 

Parini les siufaces associees a une surface doiinee, on doit dis- 

tingiier particulieiement celle qui correspond a la valeur - de a 
Elle est d^finie par les forniules 

I iPo = ^[Ar 0— Ai('r)], 

(f) Jo = r[B(/)-Bi(T)], 

Nous lui donnerons le nom de suiface adjointe a la proposce 
Elle a ele decouveite par M 0 Bonnet (^) Ses relations avec la 
suiface dont elle d^iive joiient un r6lc essenticl dans la the one 
des surfaces minima 

Si, dans les formules (i), on lemplace A(z) par A(^) — 
A,(t) par Ai(T)H-«/yz, m designant une constantc, la surface 
piimitive ne sera pas cliangce, mais la valeur de seia aug- 
mentce de ‘im Comme on pent opeier des cliangements ana- 
logues pour j) O' -^ 0 ? c>n voit que la surface adjomle pent etre 
dcplac^e parallelement a elle-meme et subir une translation quel- 
conque Si, d’ailleurs, on dcliange les tenues relatifs a ^ et a r, 
cette surface seia leiuplacee par sa symetiique lelativemcnt a I’o- 
ngine des coordonnees Amsi, la surface adjomte a une surface 
donnee n'est pas completement definie de position 

Quand on einploic les formules de M Weierstrass 


X =. §{u)diL^ J ^ 

y = i -§{u)du — i — rf 1 ( ) dui , 

J* U§{lL)du -I- J* U\§i{Ui)dlLi^ 


(‘) 0 Bonnlt, Note sii? la theone generate des surfaces {Comptes lenduSj 
L XXXVII, p 529-532, iS53) 
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les surfaces associees s’obuennenL en rempla^ant 
lespectivemenL par (') 

En paiUculier; la surface adjointe est definie par les equations 


( 6 ) 



i J*- — -^A\u)dLi — i — ^^r7i(zii) f/a 

da — rf i( zii) dit 

i J* It ^{u) dll — i J' iii^i{ui) dii^, 




1) 


qui se dednisent des formules (5) par la substitution de i h 
r?(w) et de — i i, (u^) a ^[{U{ ) A chaque nappe reelle cl’une siii- 
lace minima correspondia evidemment une nappe reelle de la 
sill face adjointe Si la surface proposee est algebrique, il cn sera 
de meme et des sui faces associees, et de la surface adjointe 


211 Quel qiie soit le systeme de determination einplo}^^ pour 
les valeuis de .'r, y, -s, ^oi 7 l^s coordonnees X, Y, Z d’lin 
point de la surface associee conespondante a une valeur quel- 
conque de a s’expriment de la manieie suivante 

I X = ^ cos a -1- cC(i sin a, 

( 7 ) / Y = j cosa + ju siiia, 

( Z = z cos a + ^0 sin a 

Ell ecrivant que le carre de I’d^ment lineane de cette surface 
«5?X- H- rA'- + dZ- 


est independant de t/, on est conduit aux relations 

( dx^- H- -f- dz’^ = dar] -^d)l — dz^, 

I dv dxo - 1 - dy dj'o ^ dz dz^ = o, 

qu’il est d’ailleurs aise de verifier Ainsi, non seulement une sur- 
face minima et son adjointe sont applicables Tune sur I’autre et 
elles ont, comme deux surfaces associees quelconques, la piopriete 
que leurs plans tangents aux points coriespondants sont paralleles 


(>) Ce mojeQ si simple d’obtemi toute une famille dc surfaces minirna appli- 
cablcs 3U1 une surface minima donnee est du ^ M Schwarz qui I’a donne dans 
Tarticle duj^ cite [p 280], Miscellen aus dem Gebiete de/ Mmimaljlachen 

p 286 
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mcTis, de plus, les tangcntes a deu\ coiirbes coirespondantes soar 
toiijours perpendiculaires Nous dirons alors que les elements cor- 
respondants des deux sm^faces sont orthogonaux 

212 Avant de continuer Tetude des suifaces associees, nous 
remarqueions que les formules (8) ont conduit M Sch^^aiz a un 
precede ties elegant de determination de la surface adjointe (‘) 
Nous avons deja demontie que, si une surface minima est clonnee 
par son equation, on pent obtenii par des differentiations et des 
eliminations, et sans aucune quadrature, les expressions descoor- 
donnees en fonction des variables Ui, Ces e\j)^‘CSsions une fois 
ob tenues 

r = cp ( -H «?i ( 

on en deduira immediatement celles qiii conviennent a la surface 
adjomte et qui sont 

jo = 

Les formules donnees par M ScluAarz exigent ^ au conLiaiie, 
remploi de trois quadratures, mais elles sont de la plu^ grande 
elegance et ont des applications tres importantes. Nous allons les 
faire connaitie 

Designons maintenant par X, Y, Z les cosiniis diiecteurs de la 
nonnale qui sont definis par les formules deja donnees [p apd] 

( 9 ) 

I — r- llUi 1 -H llLli 1 ~jr ltU[ 

y, jZj Xq^ j oj ^0 ddsignant les coordonnees de deux points cor- 
respondants sur la surface minima donnde et sui la sin face adjomte 
On am a 

^ ( X -h Y dy -I- Z djz z= o, 

(10) 

( \ dxo + Y dva -r- Z dz^i = o 


(‘) ScH^vnz, Mtscellen aus deni Gebiete dei MuiimalflacJien p 
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Si I’on joint la deinieie des equations precedentes a la seconde des 
formiiles (8), on pourra deteiminei les rapports inutiiels de 
dz ^ , ce qiii donnera 

dcL^ d) Q dzQ 

Z df — \ dz ^ \ dz — dx Y dx — X dy 


La somme des carres des numerateiirs est egale, en vertii des 
formulas (8) et (lo), a la somme des carres des denominateurs La 
valeiir commune des rappoits precedents est done egale a ± i 
Mais, SI I’oa remplace dans Pun qaelconqiie d’entre eiix X, Y, Z, 
dx, , dxQ, . par leurs valcius dediiites des forniules (5), 
(6) et (g), on obtient — i pour la valeur commune des Liois lap- 
ports On a dune 

I dx^ = Y dz — 'L dy, 
dy^i — Zdx — X dz, 
dz(^ ~ \ dy — Y dx , 


et XQ,yo, Zq seront determines par rintegiation de ces Lrois difl'e- 
rentielles a deuv van able s independantes, que Ton pent toujours 
former quand on connait Tequation de la surface 

Lagrange, nous Pavons vu (n° 175), avait deja remarque que 
Pexpression 


Xdy — Y' dx — 


p dy — q dx 
s/ p- q- 


doit eti'e une different! elle exacte 


213 Nous avons reconnu que deux surfaces associees sonL 
appbcables Pune sur Pautre, et que les plans tangents aux points 
correspondants sont paiaJleles Reciproquement, si deux sin faces 
sont applicables Viuie sin Vautie et si les plans tangents aux 
points coi 1 espjondants sont pai alleles, elles sont necessairement 
deux siu faces minima associees Pour ^tablii cette pioposiLion, 
nous emploierons le syst^me de coordonnees tangentielles (c/, [3, 1) 
du n° 165, dans lequel Pexpression de Telement lineaiie est 

ds~ = (z d’^ H- dp ) {z dv. -h dq ) 

Pom deux plans tangents parall^les, on pent toujouis supjDOser 
que les coordonnees (/ et (3 out la meme valeur II faut done re- 
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clierclier sl deux valenrs difTerentes q, de la foncuon q peuvenL 
donner la meme valeur de 1 ’element lineaire, c’esL-a-dire si Ton 
pent avoir 

(12) H- dp){z ch dq)~ (iii d^j H- dp]_)\^Zi dci -h dcji ), 


G et ayant d’ailleurs les valeurs suivantes, mdiqudes au n° 168; 


(.3) 


x-h ap ^ i-r-ap 


L’equation ( 12 } pent etie v(5riru^e de deux mani^res difTerentes 
On pent avoir, soil 



/ z d^ dp — X (^1 d^ 4 - dpi)^ 

(I{) 

j ^ c/a 4- dq = y (^1 c/a 4- dqi), 

soil 

/ ^ c/p 4- dp = X (zi dx H- c/^i), 

(i5) 

T 

1 Z c/a 4- c/g^ = y (l?! c/p - 1 - c//Ji), 


\ designant, dans les deux systenies de formules, une Tonclion 
inconuue Le premier sysLeme doniie les equations 

^ H - 5 = 5 = y (^1 4- 5l), 

7i, 



Sl done la somme ^- 1-5 n’est pas nulle, il faudra que \ soit 
egal a ± 1 Alors la Tone Lion 

t — £ — r- 
<; 4- — — 

devra satisfaire au\ trois dquations 

R=o, T = o, S — Pa — Qp H-S(n-ccp) = 0 , 

que I’on rdsoudra facilenient et qui donnent 
S = A(ap — i)4-Ba-f-Gp, 

A, B; C etant trois constantes qiielconqiies. 

On reconnaitra aisdment qu’en imprimant une translation con- 
venable a I’une des deux surlaces, on peutannulei £1 et avoir, par 
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consequent, 

Les deuv surfaces pioposees sont done egales on sjmetnqiies 
Cette solution poinait ^tre pievue a pi loi t 
Mais, 31 Ton a 

-G -T- 5 = o 

efc, par consequent, 

Si~ 0, 

les deiiv surfaces considerees sont des surfaces minima (n^ 194) 
Revenons au\ notations du Chapitie III et soient 

^ ^ 2 {U) — UUi ) [/( U) ~ J )], 

$ = ) — (l -h Z^Z£i)[cp'(z£) H- cp'^ (z^i J] 

les equations de nos deux: surfaces Si, dans les formules (i6), 
nous remplacons les deiuees /, 7|, pai leurs valeuis, nous 

tro live ions 

P'\lL) = l^f{U), /;"(«!>-:: ^ ) 

Ces deu\. equations montrent que \ est une constante Si on la 
designe par on passeia cle I'une des surfaces a Tautre en lem- 
placant rf(zz), ^'\{u\) pai rf , ( , ) G’est la substitu- 

tion que nous ctudions dans ce Cliapitie 
Le sjsteme (i5), que nous devons maintenant e\aminer, nous 
conduit aux equations 

7 =(^i— Ji)), t = 

d’od I’on declint, en particiilier, 

(^-4-5)- — it — 

Cette equation expiime (nMCo) qii’aux points correspondants 
des deux surfaces le prodiiit des rayons de courbure principaux 
prend des valeurs egales et de signe contraire pour les deux sur- 
faces D’apies le theoreme fondamental de Gauss qne nous d^inon- 
trerons plus tard, il est impossible que les surfaces soient appli- 
cables Tune surl’autre , etnotre reciproque est ainsi completemen L 
demontree 
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214 Les melliodes pieceJentes se prtLent a Fexameii d’nne 
question qui, sous un enonce different, a ete I’objet des savanles 
reclieiclies de M Matliet ( ' ) 

Nous avons vu (Liv II, Gh III) que, dans le plan, on pent 
imaginer une infinite de inetliodes de transformation avec simi- 
litude dcs elements infiniinent petits, dans lesqiielles, a Lout ele- 
ment hneaire passant par un point M curiespond un element 
passant par le point conespoudant et faisant avec son homo- 
logue un angle qui nc depend que de la position du point M el 
demeuie constant qiiand le premier element to tune autoui de M 
Peut-on tianspoiter ces propiietes a Tespace"^ Ebt-il possible 
d’etablii, entre deux suilaceb differcntes (S), (S|), une coiics- 
pondance point par point avec snnililude des elements infiniinent 
petits, poui laquclle Tangle de deux elements corrcspondanls 
passant lespecLivemenfc par deux points RI, RP des deux surfaces 
ne depende que do la position de RI ou de RP et nullenicnt de 
la direction de Pun des elements^ Telle est la question geneiale 
dont nous allons cberchci la solution 

Soient Zj a;i, j I, les cooidonnees de deux points 

correspondants sui les deux siufaces, qui seiont six fonctions 
inconnucs de deux parametres. Les propiietes de la tiansforma- 
Lion sc Liaduiront par les deux equations 


(^ 7 ) 


dv\ -H dz\ — - H- -T- I, 

dv dxi-T'dy dy^-x-dz dz^ = V -H- dz- \Uli i-^dy\-T- dz\ 


En tenant compte de la premiere, on pent reinplacer la seconde 
par la suivanle 

(17') dx dxi -i- dy d dzdz^~ |j. ( dx- -{-dj--^ dz - ), 

qiii est rationnelle, A et p. seront d’ailleurs des foncLions que 
r^nonce de la question n’assiijcLtit a aiicune condition 

Pienons comine variables independantes les paiam^res c/, [3 


(') I\rnin:i, Solution d’lui pioblcme de Geoineh le {Journal de Lioiivillc^ 
2® seue, t Vni, p :)t3, i860) Etude sw un cei tain mode de geneuUion dei> 
siujaces d^etendue minuyiiun (m6me tomcj p o>d) 
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des lignes de longueur nolle de la supface (5) On aura 



Les equations precedenLes nous clonneiont les relations 
no in elles 



/d),' 


dr dvi 


( ( d J 


) ( rh ) 

dj dx 

dx dx 

j (dZy\ 

, /dn' 


dr dr^ 

, d/ dj-i 

dp dp 

( ( d? ) 


) +(-^) =°- 

5p 7^ 




Les dea\ premieies de ces relations deleiminent Lies sim- 
plenicnt les lappoits de En tenant conipte des 

equations (i8), on trouve 


( 20 ) 


et Ton aura de mcme 


(2T) 





dv 

Ox 

Ox 

dr ~~ 

d) 

5F 

dx 

dx 

O'X 

dxy 

dM 


d'i' _ 

dp 

_ t)'i 

dx ^ 

d} 

~ ~or 

dp 

dp 

. dp 


Si Pon designc respectivement pai G et 6i les valeurs communes 
des rapports precedents, on pouria ecnre 


(22) 


thji 


et les equations analogues en y et ^ En eliminant 
tiendia I’eqnation 



r n r ()l) dx 1 dx 

^ ^ ~ ^ 53 ~ 


on ob- 


a laquelle satisferont egalement et g Par suite (n‘* 84), a et p 
seront les parametres de deux families conjuguees, et la surface 



LA 3URP4.GE ADJOINTE DC M 0 BONNET 


33i 


'S), aclmettant pour hgnes conjiiguees ses ligiies de longueur nulle, 
sera une surface minima. II en sera eviclemmcnt de meme de la 
surface (S,) De plus, les formules (20) et (21) monLient qu’aux 
points coirespondants des clcuv surfaces, les lignes de longueur 
nulle correspondaiiLes auront la meme direction, et, pai con- 
sequent, les plans tangents aux deux sui faces seront pai alleles 

Reciproquement, si I’on prend deux surfaces minima quel- 
'^onques et si Ton ctablit la corresponJance entre les points de 
2es surfaces par la condition que les plans tangents y soient pa- 
ralleles, pour ces points coriespondants les qnantites u et qui 
^igurent dans les formules de M Weierstiass auront les memes 
^^aleuis, et ces foimules nous permettent de venfiei que Loutes les 
relations (19) seiont satisfaites Ces deuxsuifaees donneront done 
B [fee Live men L la solution geiieiale du probldime propose 

Si deux surfaces sont applicables Tune sur I’aatie, la corres- 
Dondance etablie entie leurs points determine evidemment un 
Lrae^ geogiapliique de Tune d’ellcs sur I’antre La proposition 
que nous venons d’etablir, jomte a celle que nous avons ob- 
enue au n“ 213 , nous permet done d’enoncer les resultats 
suivanls 

deux surfaces sont applicables Vane siu Vautie de telle 
maniei e que les elements con espondants /assent entie eux un 
ingle constant, ce sont neces^aii ement deux siu faces minima 
'issociees et les plans tangents aux points con espondants sont 
oar alleles. 

St deux sui faces sont applicables Vune sin Vauti e avec oi - 
^hogonalite des Hements con espondants, dies ne pevvent eti e 
^[ue deux sui faces minima dont Vune est adjointe d Vautie 

21s Nous ne qiiitterons pas ce sujet sans remarqiier que les 
brmiiles ('7) donnent im nouvel everaple d’une surface se de for- 
mant d’une mani^re continue sans cesser d’etre applicable sur 
Blle-meme Lorsque a vane, chaque point de la surface decrit 
me ellipse ayant son centie a Tongine des coordonnees II y a 
Cl une remarque essentielle a fane Dans I’exemple du n° 77 , une 
portion de la surface ne pouvait se deformer indelinimen t sanb 
jC plier oil se dechirer d^s que Ton depassait cei tames positions 
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limites, dans I’eMeinple acUiel, nen de pareil ne se produiLet Ton 
peat continuer indefiniment le inouveinent de deformation d’line 
portion qiielconque de siuface jusqu’a ce qiie celle-ci revienne, 
lorsque cf a crii de 27 :, a sa position primitive Nous laisseions an 
lecteiir le soin de demontrer que cet exemple estle seal danslcquel 
line surface piiisse se defoimer de telle maniere que ses difieient'' 
points decrivent des coniques, et nous insisterons sur les propnete^' 
geonietiiques siuvantes, qui ont ete signalees par M 0 Bonnet. 

Nous avons vu que, si I’on considh’e la surface minima coires- 
pondante a an systeme de valeurs de et si Ton pose 

n 1= j" u) die, J* diLi^ 

Ics Jigncs de courbure sont definies par les equations 
~ const j I = const 

el les lignes asymptotiques pai les equations 

^ ^ -l-j ^ — eonst , const 


Pour passer de la surface precedente a toute autre surface 
associde, il faudra reinplacer (i:/), par rf, («i 

et les nouvelles valeuis x\^ y\ de.ri, seiont definies par les 
formules 

JL 

:x 

Ti iy'^=:e -(xi-hiyi), 

qiii donnent 


(23) 


/ , a a 

[ X, ■= Xi cos ri sin- , 

] 2 '' 1 

I / a y 

7i sm- -f-71 cos- 


Par suite les lignes de courbure de la surface associee seront 
definies par les equations 


cc sc 

Xi cos- — yi sin- = const , 


a a 

Xi sin — ^ Vj cos - = const , 
2 2 
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et les lignes asymptotiques par les equations 

aa — TT aa — tt 

cos — ; n 1 sm = const , 

4 4 

2a — TT 2a — TT 

xi sin — h Xi cos — ; — = const 

4 4 

On voiL que, stir la surface primitive, elles coi respondent aiix 
lignes qiu coupent les lignes de paranietre sous des angles^? 
^+-3“ — 75- + T' Si Ton considere en particiilier la surface 

adjomte, on aura lignes de cow blue de cette swjace 

COI } espondi out aux lignes as) mptotujues de la pi oposee et 
vice versa 

Trailons, par exemple, le cas ou Ton a 




I 



#l(ztj) = — 


T 


Les formules qui definissent la famille de surfaces associees 
son t les sill van Les 



[ gza e—iy. 

Z = - — hu LziiH-C, 

2 2 

C designant une consLante quelconque Posons 

eL nous obtiendrons 


X = -e-!J<cos(v-i-a) 4- igi^cosfv — a), 

2 ^ 2 

Y = ~ e-\} sid(v h- a) h- ^ sin(v — a), 

Z — [Ji cos a H- V sin a 

Pour a = Oj on trouve Palyssdide Pour a = -j on obtient I’lie- 

licoide gauche a plan directeur. Ces deux sui faces sont appli- 
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cables Pune sur I’aaLie avec 01 thogonaliLe cles dl^menis et les 
hgnes cle coiubure de Tune conespondenl aux asjmptotiques de 
I’autre Les siufaces qui coiiespondent a ime valeur qiielconque 
de cf sont les hehcoides deja lencontiees aux n''‘® 75 ct 180 


216 Apies avoir obtenu une rariiille de surfaces minima appli 
cables sur une surface minima donnee, proposons-noiis de re- 
clieicliei, d’lme mameie generale, toutes les surfaces minima 
applicables sur une surface minima donnee (2) Soit 

ds- = (i -h iiu\)- 5 '(w) dll dill 

I’element Imeaiie de cette surface et soit 

f/52 = CJdvi)di> dvi 

I’element lineaire d’une autie suiface minima (S^) Pour qii’elles 
soient applicables I’une sur I’autie, il faudia que Ponpinssc detci- 
miner c, Ci en fonction de u ct de demann^ie a satisfaiic a I’e- 
quaLion 

(i -r- dv di>i = (i -h iiui)- ^'(u) ) dll dui 

Cette egalite ne peut etre verifiee (n‘' 1 17) que si Ton a 

= Vi=^(Ui), 

ou 

cp et A designant des fonctions a determiner. En donnant un sens 
com enable aux normales des deux siufaces, on peut prendre 

P' = ri=: 

et Pequation a verifier prendra la foime 

(i-T- tpA)’ ()‘(?) = (i-h iiuiy^ ^iii)^i{iii) 

figalons les logarithmes des deuxmembres etpienons la dmiv(§e 
seconde par rapport a 2 ^ et a Ui Nous aurons 

_ I 

(n-cpij;}2 — (^i^uuiy 

4 dv di>i __ 4 du dill 

(i-f- vviy “ (i-h iiiLiy 


ou encore 
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Cetle egalite exprinie qiie les repiesenLations sph^riqnes de deu\ 
figures correspondantes siir les deii\ surfaces sont egales ou syme- 
Lriqiies (Livre I, Chap III). Comine, par liypotliese, (-> esL une 
foncLion de ces represenLaLions sont ici egales et, pai conse- 
quent, on poiina, en onentanL convenablement la seconde surface, 
prendre 

(; = zi, 

II restera done a satisfaire iiniquement a 1 ’equation 
et cette Equation ne pent etre veiifiee que si Ton a 

y etant une constante quclconque Les scules surfaces minima 
applicables sur iinc suiface donnee sont done les surfaces 
associees a la suiface proposee (*) 

217 11 nous reste maintenant aexaminej une deinieie question 
qui se rapproche de cedes qui ont ct^ etudiees dans ce ChapiLre 
Proposons-nous de determiner Loutes les surfaces minima appb- 
cables sur des surfaces de revolution Com me une suiface de revo- 
lution est applicable sur elle-memc d’une infinite de nianieies, il 
suffiia de recherclicr les surfaces minima qui jouissentde la meme 
propiieti^ 

Reprenons les formules de M Weieistrass et soient i/j), 
(p, t’l) les valeurs de u et de Ui, relatives a deux points de la sui- 
face. Nous clieiclierons sbL est possible de satisfaire a requation 

(i-H uitiy- tT’CzO clui = (I -h dvi, 

en prenanl pour et des fonctions de u et de qui devronl 
meine contenir un paiam^tre variable et se r^duire, pom une va- 


(’) La determination de toutes les suifaces minima applicables sur une suiface 
minima denude est due M 0 Bonnet [Voirj en particuliei, le Memouesw la 
theoTie des sin faces applicables sui une suiface donnee inserd au XLIP Caliiei 
du Joiunal de Vflcole Poly technique, p 8 et suiv , p 78 et suiv , iS 6 o, 1 S 67 ) 
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Iciir de ce paiaaietie, aiix saivantes 


P = =z= , 


p ne pouvant dependre que de u ou de sera, par suite, une 
fonctiou de u et, en laisonnanL coinine clans le num^ro precedenl, 
on troiivera encoie 

dll diLi _ dv dvi 


La solution la plus generale de cette equation est donnee par les 
lormules 

__ mu H- n __ -h no 

cl Tecjuation a v^iifiei deviendra 

mu^n \ ^ / ,n,iu -i- >iA 


Elle se decompose evidemment dans les suivantcs 


( 2G ') 


{m — niiiy 


m u -4- n 

“ ;zo 

niy, III H- ^^0 

— nu -h m 




ou (J designe une quantite necessauement consLante, piu3C[u’elle ne 
depend ni de enveilu de la piemieie ecjuation, ni de u en verLii 
de la seconde 

Les equations precedentes devront avoir lieu pour une infinite 
de svstenies de valeurs de /? 2 , n, iiiq^ tiq fonctions continues d'un 
paiametre et se reduisant, poui une valeur deteiminee Je ce pa- 
lametre, au\ valeurs sLiivantes i,o, i, o Differentions la pre- 
mieie, par exemple, pai rappoit a ce paiametre Nous aurons, en 
d^si^-nant par des lettres accentudes les deiivees par rappoit a 
ce parametre, 


2(/?ZWo 4- 7^/^o)' _ 4("zi —<^0 

mniQ -j- nno nio — tiq u 


r ( -h n') ( ;7Zo — Uoit) — { mu n ){ ) 

§ L ^ mo — no uy 



Faisons dans cette Equation 


m = /?zo — i, 


n — tzq = 0 . 
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elle se rediiira a la suivante 


47 I 0 U -4- 2(7>z'— 7no)-H iO' -i- 


-j— [771 M - 
rf(lO 


• 7l' — u(77i'q — TZg Zi)] = 0, 


ofi Ton devra regarder »io, 71 ', 9' comme des constantes 

On pourrait int^grer cette Equation et determiner /(ri), mais il 
est preferable de monlrer que Ton pent toujours choisir les axes, 
de telle maniere que les constantes /7i', m'^, n' , n\ prennent des 
valeui’s Ires simples 

Repienons les formiiles de substitution 


mu-^n 771,) 77 1 -J- 71,1 

(^ = 5 p, = ” ‘ 

— 7Zu ii -H 77io ni — nui 

Nous savons qu’elles defmissent un deplacement a la surface de 
la sphere Si, en particulier, nous prenons les valeiirs de /n, 
iIq Lr6s voismes de i, i, o, o, elles ddfiniront un deplacement 
mfimmcnt petit dll point 27i)apartir de sa position mitiale. 
Ain SI les form u les 


( dm dll ^ 77i ( H- dniQ dn^ 

— u driQ -f-(i -{- dni^y dfi -h dm] 


repri^sentent une rotation da. autour d’un certain diametre de la 
sph^ie Si nous prenons ce diam^tie pour axe des z, il faudia que 
I’on ait 

dn — driQ = o, djii = i ? dnin — — i — 

2 2 

et, par consequent, 

; / r d , d 

71 = Tlo = 0. m — l—t 771, J = — J ~ 

2 2 


Portant ces valeurs dans I’^quation a laquelle doit salisfaire ^{u)^ 
nous trouverons 


■ ify. 


£(iL), 

f7{a) 


et, par suite, 


U ef'(zz) _ ^ 


ddsignant line constante En integrant, on a 
(27) 5^(z 7)= Crz^ 


D — I 


22 
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On trouverait de memo 

(27') 

Les siufaces qiii coirespondent a ces \aleurs cles fonctions 

(z/i) joiiissent bien de la propriete indiqu^e etsont, nous I’avons 
dik]k vii (n° 203), applicaLles sur des siufaces de levolution La 
niethode par laqiielle nous les avons obtenues a ete mdiquee pai 
M Schwarz ( ^ ) 

Nous signalerons une remarqnable propiiete dont elles joiusseut 
Remplacons dans les formnles de M Weiei s trass 
pai lenis valeiu's precMentes 011 , poui plus de nettete, oq ania 
nils /?2 — 2 a la place de A", en sorte que Ton aura 

Si Ton fait tourner la surface de i’aiigle c/ autour de I’axe des c, 
les noiivelles valeurs de seiont, d’apres les formnles 

(q 3) du n‘’ 200, 

On voit que, lorsque 7n n’est pas mil, ces nouvelles valeurs con- 
viennent a une des surfaces associees a la propos^e Le cas ou m 
est mil correspond, nous le savons (n° 200), aux lielicoides On 
est ainsi conduit an tlu^oreme sui\ant 

aSz 1^071 considhe toutes les surfaces inmwia^ aut7 es que les 
helicoideSj qiii sofit applicables SU7 des sii/ faces de revolutions 
elles sont supei'posables d leiu s siufaces associiesj si Von fait 
tomner la surface dhin angle quelconque autoiu de so7i axcj 
on obtient Vune des siufaces associees 

Par suite, pour obtenir toutes les applications de la suiface sur 
elle-meme, il suffira de la faire tourner d’un angle quelconque 
autoui de son axe et de faire correspondre dans les deux positions 
les points ou les plans tangents sont paralleles. 


(') SenwARz, Miscellen aus dem Gebiete dei MimmalJlacherij p 2yC Vou 
aussi Bour, Theone de la deformation des surfaces, p 99 



LA SURFACE ADJOINTE DE M 0 BONNET SSq 

Si Tou vent de meme obtenir loiUes les surfaces minima appli- 
cables siir une surface spirale, il faiidia prendre (<) 

(28) rf’(w)= 

Tapplication de la methode pr^c^dente conduit, sans djfficulte, 
k ce resultat, qiie nous nous contentons de signalei Le lecteur 
demon trera sans difficulte que les surfaces obteniies sonl sem- 
blables a cedes qui leiir sont associees 

(’) S LfE, Beitrage zui Tlieojie dei Minimal/lacheii {Matheniatische Ai}- 
nalen, t XV, p 5 o 3 , 1879) 
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CHAPITRE VI. 

LES FORAIULES DE MONGE ET LEUR mTERPR^XATION G^lOMETllIQUE 

Rechclches de lAI Lie — Generation clc loute suiface minima pai la tianslatioii 
de deux couibcs minima — Etude de cc mode de geneialion, detcimination 
nouvelle des sill faces algubriques et des surfaces leelles — Surtaces minima 
doubles — Determination des surfaces doubles reelles — Couibcs minima qui 
sont identiques A leurs conjugiiees — Les siii faces minima dans le premiei 
systeme de couidonnees tangentiellcs etudie au Livie II, Chap VII — Prn- 
piietc seomctiiqiie qui distingue les suifaccs doubles des surfaces simples — 
Sni faces decouveitcs par Mubius et clans lesquclles on pent passer d’une face 
a I’auLie pai uu chemin coiUinu 


218 Les Cliapitres prece^dents contiennent I’exposiLion d’linc 
sene de lesuUaLs qui reposent siir la forme pailicLihere doniiee 
aiix forniules de Monge par M Weieislrass Dans des travaiiv v^- 
cents (^)j M Soplius Lie est revenu aux Equations de Monge; il 
en a donne I’lntcipretaLion geometnque la plus Elegante et il a mis 
en evidence tout le parti que Ton peut en tirer dans I’etucle el 
dans la tlieone algebrique des suifaces minima Nous allons deve- 
lopper, dans ce Chapitiej les prmcipes de la m^tliode de M Lie 
Reprenons les formules de Monge 

I X = A(0-1“ Ai(t), 

(i) I J 

( .c = G (^) -h Cl 

ou les fonctions A, . . . , A| , • . satisfont aux conditions 

I + c/B- -i~- clCt~ = 0, 

( dAl dCl =0 


(‘) S Liz, Beit? age :iur Theoiie de? Mmimaljlachen / Pi ojectivische Un- 
teTsuchungen uber olgebiaische Mmimaljlachen {Mathematische Amialen, 
t XIV, p 331 , 1&78) — II Metiische Untersuchiingen iibe? algebraische Mini- 
malflachen, meme Recueil (t XV, p 4 ^ 5 , 1879) Bes iccheichcs de M Lie 
avaient d^jA ^te publiees en partie dans les Archw foi Mathematik og Natur- 
videnskab (t II, p 157 et 358 , 1877, B III, p 166, 224 et 340). 
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Elies nous montrent immeJiaLement qiie les surfaces minima 
sont cles cas parLiculiers des surfaces eLudiees au 80 et qui 
peiivent cLrc engendrees par la Lianslatioii de dcn^ combes dilfe- 
leiiLes, seulcmenL ces combes sont ici imaginaires et leiirs tan- 
genles vont rencontier le ceicle de Tinfim Nous obtenons ainsila 
generation siiivantc des surfaces minima, qm sert de base aux tra- 
vaux de M Lie 

La surface minima la plus genei ale pent cti e engendi ee de 
deux manic} es di£e/entes pai la Li anslation d'une coui'he 
imaginau e dont les tangentes vciU ; enconU ei le cei cle de Vin- 
fiiiij le deplacemciit clant conipleLement defini par la condi- 
tion qidun point detci mine de la combe deci ive une autre 
com be quelconque de ineme definition qae la pi emiei e 

219 CcUe mteiprclation (^vidente des foinniles de Monge oflre 
Favantage de niontier im media Lenient qiie la theoiie dcs surfaces 
minima del ive de ccllc des courbes dont les tangentes vont ren- 
contrei le ccrcle de Finfini et auxquelles nous donnerons, avec 
M Lie, le noin de combes minima En sc plagant a ce point de 
vue, on pent letionvei facilement les dilTerents systemes de foi- 
mules qni ne contienncnt auciin signe de quadrature et deteimiiient 
les points d’unc surface minima 

En effet, puisque les tangentes d’une courbe minima lenconlrent 
le cercle de rinlini, la devcloppable, cnvcloppc des plans oscula- 
teuis de cette courbe, devra contenir le ceicle de I’lnfini 

Si Ton picnd reqiiahon d’un plan tangent a cette devcloppable 
sous la foi me 

x-^ay-¥- i\/ n- -H/(a)= o, 

le point correspondant de la courbe minima sera determine par 
les formules suivantes 

qui conduiraient aux equations de Legendre (n® 18/ ) 

Mais, le ceicle de rinfmi etant une courbe unicursale, on pent 
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prendre r equation du plan tangent a la developpable sous la forme 
rationnelle 

(4) (l— * U-)X-^ /(^^) = 0? 

qui donne, pour un point de Taiete de rebioussement, les expres- 
sions suivantes des coordonnees 

y = i f'{u)— III f{u)^ if {u), 

Z ^ Z 4 /'(zO— /■'(«; 



Si 1 on associe ce systeme au systeme analogue ou Ton changera 
z en — £, on retrouveia les formules de M Weierstrass Les deux 
courbes minima qiii inLerviennent dans ces formules sent les 
aretes de rebroiissement des deux developpables, enveloppcs des 
plans 

( ( 1 - z(i-+- M2)7-h -f- 2/(w) = o, 

( (i — wf)ar— z(i- 4 - u\)y-^‘iu^z-^‘iffu^)- o 

220. Revenons aux equations qiu determment la suiface mi- 
nima sous lenr forme la plus generale et au mode de g(^neration 
employe par M Lie. Si Ton veut 6vitei la consideration d’une 
translation imaginaire, il siiffira d’appliquer le tlieor^me donn^ an 

82, ce qui donnera la proposition suivante 

Soient les deux courbes minima (F), (F,) dejinies i espec- 
ti^einent pai les equations 

a7=2A(Z), a7=2Ai(T), 

7 = 2B(0, y = 2Bi(-), 

.--20(0, ^-2Gi(-) 

Le milieu de la dioite qui joint un point qtielconque de Viine 
d un point quelconqiie de V autre deer it la surface minima la 
plus generale dejinie pai les fonnules (i) 

La surface demeurera la meme si Ton substiLue a (F), (F^) les 
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cleii'c coiirbes suivanLes 

a = 2A(^)H-Aj r = 2Ai(T)— //, 

> == 2B(?) /c, 7 = 2 Bi(t) — A, 

z — — 

Oil /Zj A-, I designent trois constantes quelconqiies, c’est-a-dire si 
Ton impnme a la courbe (F) line translation determinee qiiel- 
conque, a la condition d’lmprimer a(r,) la translation egale et 
contiaire 

SoitlMM, {Jjg- j 5) line droite dontles extremites s’appiiient siir 
les coiirbes (F), (F,) Si le point M reste fixe, le milieu p de M]\^^ 
deciiia line coiirbe minima de la surface, liomotlieLiqiic a (Fj), le 
rappoitde similitude etant 4 Si, an contraiie, le point Mi reste 
fixe, le point p decrira une autie combe minima liomotlietiqiie 
a (F) Cette simple remarqiie, qiu a d(5ja ete piesentee d’une ma- 

Fig i5 



mere gen^rale an n° 82, suffit a moiilrer qiie, si Ton a obtenii 
deux gcneiations dilTdrenLcs de la suiface an inojcn de deux 
combes (F), (r, ) et de deux auties coiiilies (F'), (F'^), ccs der- 
ni6re» ne sont autres cjue les precedenles deplacees paralleleinent 
a elles-memes Soient en effet MMj, RFRF, deux dioites apparte- 
nant aiix deux modes differents et ayant Iciii milieu en nn mcme 
point p de la surface Si le point p ddciiL une des combes minima 
de la s III face, Fun des points M, M, et Fun des points M', RF, de- 
meiiieront fixes Siipposons que ce soient les points M el RF. La 
droite MiRF^ dcmeuieia constamment egale et parallele a RFRI 
Par consequent, la courbe (F^, ) se dediiiia de (F^ ) par une transla- 
tion constante et egale a Ri'RI Si le point p dcciit raamtenant 
Fautre coiirlie minima de la surface, Rlj et RF, demenreiont fixes 
et la ligne RI'M demeurera constante en grandeur et en direction, 
On voit done que, si Foil a obtenii un mode de generation de la 



LIVRE III. — CHAP VI. 


344 

surface, on obtienclia tons les an Lies en imprimant aiix deus: 
courbes (F), (^^) deux translations egales etopposees 

Le resnltat precedent j one im role essentiel dans les developpe- 
ments qui vont suivre. 11 permet en particuber de resoiidre la 
question suivante . 

Considerons iin mode de gdnf^ration de la surface, obtenii an 
moj^en de deux courbes (F), (F^) Est-il possible que les differents 
points de la surface soient donnes de plusieurs manieres j^ar cetle 
generation, c’est-a-dire soient les milieux de deux ou plusieurs 
segments appujant leurs extremites siir ces deux combes*? 

S’ll en est ainsi, soient MMi, M'M^ deux droUes 

donnant le ineme point p de la surface La trajectoiie de Fun des 
points M', M'^, du point M' par exemple, se deduit de la trajec- 
toiie (F) du point M par une tianslation constante MM' Cela 
posd, si le point M^ appartient ala courbe (F^), cette courbe devra 
deri^ei de (F) par une simple translation ficartons ce cas interes- 
sant qui sera soumis plus loin a une dtude approfondie Si, an 
contraire, le point M' appartient a la courbe (F), le point M', ap- 
partiendra a (F,) et les deux courbes (F), (F^) pourront etre 
boumises a deux translations egales et contraires MM^ M,M'^ sans 
cesser de coincider avec elles-memes. Elies seront deux courbes 
peiiodiques et, par consequent, transcendantes, admettant la 
meme p(§iiode (^ ) 

Reciproquement, toutes les fois que les courbes seront p^iio- 
diques et admettront la meme periode, cliaque point de la surface 
sera le milieu dbine infinite de segments, car soient Mq, Nq deux 
points pris respectivement sur les deux courbes En appliquant 
dans les deux sens la translation a laquelle on pent soiimettre les 
courbes, on en ddduira deux series de points en ligne droite 

{fig i6) 

, M_., M-i, Mo, Mi, Mo, 

, N_o, No, Ni, Na, 

Les segments MqNo, MjN^i, M_|N<, ... auront dvidemment le 


{ ) Nous donnerons ici, et dans la suite, le nom de peiiodiques auv couibes 
ou au\ surfaces, ndcessairement transcendantes, qiu ne cessent pas de coincider 
a>ec elles-m^mes quand on leur impnme une translation d^teLmin^e 
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meme milieu er donueiont le meme point de la surface La consi- 
deration des cordes MoN_i, MoN^o montre d’ailleurs que la sur- 
face minima seia ptTiodique comnie les combes, ct la tiansla- 
tion pp^ a laquelle on pent la soumettre sera la moiLie de celle qui 
convient aux deux combes 

Fig if5 


M-1 M M 1 



En deliors du cas que nous venons de signalei et de celui ou la 
courbe (^^ ) n’est aiitie que la courbe (F) deplacee parallelcmenl 
d elle-meme, les points de la surface qui lorment le lieu des milieux 
de deux segments differents ne pourroni s’etendie siir line nappe 
et formeionl tout au plus une ou plusieuis courbes qui seront des 
lignes multiples et, en general, des lignes doubles de la surface 

221 Apies avoir (^tudi(§ d’une maniere generale la constiuction 
gdomdtrique qui sert de base aux travaux de M Lie, proposons- 
nous d’obtenir loutes les surfaces algebiiques ct Louies les surlaces 
r^elles La surface sera ^videmment algebiique si les deuv courbes 
(K),(Kh), dont la translation pent engcndiei la suiface, sont 
elles-memes alg^briques Recipioquement, si la surface est alge- 
biique, ces deux courbes doivent I’etie aiissi, car soient (A*), (/d) 
deux positions de Tune d’elles 11 existe une translation qui amene 
(/c) en ijx) Appliqu^e a la surface, cette translation I’amene dans 
line position nouvelle ou elle contiendra encore (AO La combe 
(A:'), dtant Fintersection compl(!;Le ou une partie de Fintersection 
de deux surfaces algebriqiies, sera done algebnque Ainsi 

Pour obtenir toutes les siu faces algehi iquesj il faiicba 
prendre pour les courbes (F), (^^), on pour les combes 
(Ki) dont la translation engeridie la sm/ace, deux lignes 
algehriques 

222 Proposons-nous mamtenant d’obtenir loutes les surfaces 
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reelles, soient (M) line telle surface et p un qiielconque de ses 
points reels , soient 

les equations qiu dc^finissent pLine des deux courbes minima de la 
suiface passant pai le pointy? La combe conjugnee sera dcfmie 
par les equations 

r--.A^(T), r-B'(t), 

on A^, B', QI designent les fonctions conjuguees de A, B, C 
D’ailleiirs elle se irouve eMdemment siir la suiface, passe par le 
point p et y admet une tangente qui esL imagmaire conjiiguee 
de la tangente a la pieinieie coiirbe Elle est done la scconde 
courbe nunima de la suiface passant par le point p Ce point elant 
admis, designons par j 0, <:Jo les coordonn^es du point/?, les 
equations 

a: — A(0 A'('u) — ^oj 

y ---=B(0 — 7o5 

z = C(/')-f- G^('u) — 

determment une surface minima qui contient les deux courbes 
piecedentes et coincide, par consequent, avec la surface donnee 

(M) Si Ton augmente A, A' de de C, de y; on 

pent les ecrire sous la foime plus simple 

'> -B(OH'B'(t), 

Z ZZ=. C( ^ ) -i- t), 

A, A', B, B', G, designant encoie des fonctions imaginaires 
conjuguees Reciproquement, il est evident que les formules pre- 
cedentes donneront toujouis une surface leelle^ car il suffit, poui 
obtenir des points reels, d’y remplacer ^ et t par des iniaginaiies 
conjuguees Ainsi , 

Po(u obtenir iouies les siu faces i eel les ^ on associera a une 
courbe minima qiielconque la courbe irnaginair e conjuguecy 
qui est aussi minima Le milieu de la droite qui joint un point 
qiielconque de la pr'ernihe courbe an point irnaginaii e con- 
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jLigue^ necessairement Sitae sur la second e coiuhe, cUci ii a line 
nappe i eelie de la siuface minima i eelle la plus geaeiale 

223 Les raisonnements precedents Iriissent toiUefois de cote 
une question dont I’e'siameii ofTre quelque iiiteiet Pour qiie Ic 
miheu de la dioite qiii joint deux points soit reel, il n’est pas 
necessaire qiie les deux points soient imaginaires conjngues Ne 
serait-il pas possilde d'obtemr des nappes reelles en joignant les 
points de la premiere courlie a des points de la seconde qiii ne 
seiaient pas imaginaires conjngues des premiers Les lesultats 
obtenus au n“ 220 donnent la leponse a cette question 

Ell cflet, soientM un point pris sui la piemieie couibc (F), Nu im 
point pus sur la conjugiiee (F') {Jig 17 }, el soient M,,, N les 
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points imaginaires conjugiies do M, No, le picmier se Uouvant 
sur la seconde courbe et le second sur la premieie Si le milieu 
de la droite JMNo est r 6 el, il comcidcia a\cc le milieu de NMo et, 
pai consequent, cliaque point de la nappe leelle etant oblenu de 
deux manieres diffdrentcs, il fauclra, d’apii^s les resultats dii 
220, que I’une des dioitcs RlMo, MIN soit de grandeur et de 
direction constantes Si cette piopiiete appartienlala dioiteMMo, 
la courbe (F^) se deduiia de (F) par une tianslation determm^e, 
nous avons deja reserve ( 11 ° 220 ) cette liypothese pour une dis- 
cussion spdciale et nous pouvons adinettre ici que la dioite dont 
la grandeur et la direction sont invanables est le segment MN 
Comnie la figure MNNqMo est un paiallelogi amine, la dioite MN 
est egale et parallMe a sa conjiigude MqNo et elle est, par suite, de 
grandeur et dc direction rdelles La combe (F) sera done ime 
courbe peiiodique admettant une periocle reelle MN et il en sera 
de meme cle la courbe coDjugude (F') La surface minima seia 
aussi p^riodique et pouiia etie soiimise a la tianslation reelle 
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sans cesser de coincider avec elle-meme, Qiianl an milieii p 

de MNo, il se deduiradii milieu /?Me MlMo par la m^nie translation 
Par suite, en joignant sen lenient les points iinaginaires conjiigues, 
M, Mo par exemple, siir les deux courbes, on n’aura pas Louie la 
parlie reelle de la suiface, mais on obtiendra du moms une poUion 
de la suiface dont on pent faire d(^rivei loutes les aulies en la 

souinetlant a la translation — 

221 II nous leste a examiner riij'pothcse particulieie, reservee 
dans les raisonnements qui precedent, ou les deux courlies (F), 
(Fi) peuvent se ramener I’une a I’aiitie pai nnc simple Lranslation 
Cette etude nous condiiiia a la notion unportante et nouvolle des 
surfaces doubles, qiii est due lout entieie a M Lie 

Nous avons vu que Fon pent, dans la generation de la suiface, 
substitLiei aux deux courbes (F), (^^ ) deux aulrcs courbes (FQ, 
(F'^) qui s’en deduisent lespectu enient par deux Iranslations egales 
et opposees D’api^s cela, si nous designons par(rf) la translation 
qui, dans le cas actuel, ainene (F) a coincider avec (Fj), nous 

pouiions iinprirner a (F) la tianslation et a (F,) la tians- 

laLion — j nous obtiendrons amsi une seule et meme courbe 

(D) qiu reinplacera a la fois (F) et (F,), en sorte que la suiface 
pioposee deviencha le lieu des milieux de loutes les cot des dc 
cette courbe minima (D) 

Reciproqiiement, si une surface ad met la generation precedenle 
au inojen de la couibe (D), il lesulte do la proposition demontree 
au 220 qiie Ton obtiendia tous les sysLemes differenls de 
combes (F), (F,) au moyen desquels on peut engendiei la surface 
en impriinant a la courbe (D) deux translations ^gales et opposees. 
Par suite, les courbes (F), (F,) relatives a tout systeme de gene- 
ration de la surface pouiiont Loujours se deduire Pune de Fautre 
par une simple translation 

Revenons a la generation de la surface au moyen de la courbe 
unique (D), elle permet de reconnaitre que les deux courbes 
minima dont la translation engendre la surface sont identiqiies 
1 une a 1 autre Si Ton considere en effet une corde MM| de la 
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coal be (D), les deiiv coiirbes minima de la siiiface passant pai 
le milieu de cette corde sont les homotbetiques de (D), avec le 

meme rappoiL de bimiliLiidc par lapport aux points M, Mi 
Elies sont done egales et peuvent etre ainenecs a coincider par 
une tianslation egale a^MM,, inipnmee a I’uiie d’elles Nous 

poLivons ajouter que les deu.\ senes de combes minima trac^es 
sar la siuface ne peuvent plus etie disLiiiguees I’une de I’autre et 
fornient une seule faniille composee de touLes les courbes que 
L^on ohlient en prenant les hoinothetiqiies de la cow be (D) pai 
rappoit d chacun de ses points Ces combes sont evidemment 
tangentes a la courbe (D), cbaciine an cenLie d’homolbetie qiii 
lui coirespond, et elles admetteiit cette courbe pour enveloppe 
MaiSj coniine il en passe deii\ par ebaque point de la siiiface, qui 
est ainsi engendree deux fois, M Lie a donne le nom de sw faces 
doubles cl Loiitcs les surfaces minima que nous (Studious ici et que 
Ton peat caracL^risei , comme on voit, en disant qu’elles sont le 
lieu cles milieux des cordes d’une courbe minima (D) 

Si la courbe (D) est dcfinie par les equations 

la surface double correspondante le sera par le systeme 
X ■= ki^t) ■+■ A(t:), 
r = 

^ = C (^) -!- C(t), 

ou ^ el 7 entreat S}metriqiiement, en soite que le meme point de 
la surface correspond a deux systemes differents de valeurs de t 
et de T se ddduisant Van de Tautre par I’^change de ces deux va- 
riables 

22o. La definition que nous avons adoptive permet de lecon- 
naitie qubl existe des surfaces doubles r^elles Mais, pour faci- 
hter cette recherche, nous commencerons par examiner s’ll existe 
des surfaces doubles qui soient le lieu des milieux des cordes de 
deux combes diffi^rentes (D), (D^) 

Nous poiivons appliquer ici les rdsultats du n° 220 en consi- 
d^iant (r) et (Li) comme confondues avec (D), (F) et (T\) 
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comme confondues avec (D^) 11 laadra que (D) piiisse se dediiire 
de (D') par deu\ translations egales et opposees et, par consequent 
que (D) soit une combe peiiochque Reciproqiiement, si Ja 
courLe (D) est penodiqne, soil [d) la tianslation a laqiielle on 
pent la soiimetUe sans qii’elle cesse de coincidei avec elle-meme 
On recun naitra aiseinent qu’enliii iinpiiinant une tianslation egale 

seulement a f obtient une nouvelle combe (O') qui donne 

la meme surface que la pieimeie 

Un laisouneinent analogue montreia que, si un point quel- 
conque de la suiface coriespond a deux coides differentes de la 
courlie (D), cette courlie est necessaireinent peh'iodique 

En dehors du cas exceptionnel oii (D) est periodique, on pent 
done affirinei qu’a chaque suiface minima double correspond 
une seule courbe (D) et que les points de la surface qui soiit les 
milieu V de deux coides ne peuvent former une nappe et se dis- 
tiibuent tout au plus sur cei tames lignes, necessaiiement mul- 
tiples, de la suiface. 

Ce point etantetabli, proposons-nous de tiouver toiites les sur- 
faces doubles reelles Soit (D) la courbe an mojen de laquelle on 
pent engendrer la suiface; on reconnait immediatement, en chan- 
geant i en — que la surface pent aiissi etre engendree au mojen 
de la couibe iinaginaire conjugnee (D^) Done . 

Pour que la suiface minima double soil i eelle^ il est ne- 
cessan e que la couibe (D) coincide avec sa conj ug uee ou piiisse. 
du moms, s^en dediiue par une ti anslation 

Recipioquement, supposons que la condition eaoncee soit 
reinplie Si la courbe coincide avec sa conjuguee, elle contiendra, 
en meme temps que le point imagmaire M, le point iinagmaire 
conjiigue RIq, et le milieu de la corde MMq deciira une nappe 
reelle 

Si, au contraire, la couibe (D) ne coincide pas avec sa conjuguee 
(D^), mais pent s’en d^diiire par une translation, la suiface doable 
coirespondante a la courbe (D) pouira, si elle est reelle, etre 
engendiee aiissi au moyeu de la courbe (D'), et la remarque faite 
plus haut nous apprend qu’elle sera necessaireinent transcendante 
et periodique Nous sommes amsi conduits au resultat suivant * 
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Polu ohtenif toutes les siu faces doubles i eelles non pei lo- 
diqucs et, eii pai tieuliei , toutes les sin J aces doubles alge- 
briques, il sufjit de deteiminei toutes les combes niininia qiii 
sont identiques d leui conjuguee (*) 

22G On pent signaler d’abord line solution evidenle dii pro- 
blcme ainsi posd Considerons la developpable circonsciite a Line 
SLufacc reelle qiielconque, transccndanle ou algebiique, et au 
cercle imaginaire de I’lnfini Cette developpable set a, en general, 
indecomposable et, comme elle est d(^finie pai des equations 
leelles, son arete de rebroussement seia une couibe minima qiii 
coincnleia aveesa conjugiK^e et donnera, par consequent, naissance 
a line surface double leelle. 

Soit 

f7) F(U, V, W, P) = o 

r^qiiation tangentiellc liomogene d’une surface leelle qnelconque 


(’) On pent ajouLei les icmarques suivanLes relatives an cas ou la couibe (D) 
pout etre amende pai une lianslation a coinciclei avec sa conjuguee Si la 
Lranslation qui amcne (D) cn coinLidence avec (D') est reelle, la suitace minima 
coriespuiulauLc le seia aussi Soient en efTeL, a, c les quantiles leelles qui sont 
les composantes de la lianslation A un point M(^, j , ^) dc (D) correspond un 
point M dc (D') dont les cooulonnces sont 

X -k-a, y bj z~^c 


JLe point N', imaginaire conjugud de ce point, se tiouvera dvidemment sui la 
couibe (D) conjugude de (D') et il aura pour cooidonnees 

^0 ya 


ddsignant les qiidntitds conjuguees de a, y, z II suit de li que le milieu 
de la dioite MN' qui est une corde de (D) seia idel et deenra une nappe rdelle 
de la siiiface 

Si la IraasIatioQ qui amene (D) sur (D') est imaginaire, la surface ne seia pas 
necessaiiement rdelle Considdrons, par evemple, la couibe (D) delinie pai les 
equations 


X = i cos tj 
y = j sin tj 




Cette hdlice pent dtre amende k comcider avec sa conjugude par une translation 
t: — opt parallele l’a\e des z La surface lieu des milieux de ses cor des n’est 
leelle que si la constante [iestnulle 
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L’^qiiation d’ua plan tangent au cercle de Tinfini est 

( 8 ) {l-~ U-)v iC-)} Q.UZ ~ 0 

Expnmons qiie ce plan est aussi tangent a la surface, nous 
aurons Tequation 

(9) 2$] = 0, 


ou plus simplement, en tenant coinpte de riiomogeneile; 



/ r \ 

n 

i ~ a ) 

j - 

\IL / 



le sjmbole ^ d^signant ime fonction r^elle quelconque La valeur 
de q tiiee de cette equation sera la fonction /{u) qiu figure dans 
les formules ( 5 ) En cliangeant ^ en — on aura la fonction con- 
jugiiee (?/) etla surface minima correspondante sera pleinement 
determinee 

Siipposons, par exemple, qiie Ton considere la dcveloppable 
circoQscrite a la fois au cercle de rinfini et a la parabole dont 
Tequation tangentielle est 


On am a ici 
et, par consequent, 


U" = \VP 

4m/(m) = (i— 2i2)2 


En substituant ces valeurs dans les formules (i8) [p. 289], on 
am ait les equations qui determinent la surface. G’est la plus 
simple des surfaces minima doubles, elle a dt^ decoiiverte pai' 
M L Henneberg(^) Nous la letrouverons plus lorn. 


22 y. On pent se placer aun autre jiomt de vue dans la recherche 
des surfaces doubles et se demander, par exeinple, ^ quelle con- 


( ) Henneherc (L ), bebei solche Muiimaljlacheii welche eine vor ge&clu lebene 
ebene Cur^e zur geodatischen Lime haben Zuuch, 1875 
Leber diejemge Mimnialjlache, welche die iVeiVsche Parabel zin ffeodati^ 
schen Lime hat ( Vierteljahrschri/t dor Zurcher Natui / Ges , L XXI) 
Destimmung der niedrigsten Classenzahl der algebrauchen Minimalftachen 
{Annah di Matematica, 2* s6ne, C I\, p 1877) 
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ditioiTL doivent salisfaire, si la surface est double, les foncLions 
WeierstrabS Sj nous consiclerons les deux 

coux'bes 


£C = 


r 


M— IL) dlL, 

[1 -t- u) da. 

J u rTi « j da, 


I '?:■* = ^ j"(i — a}) Jji ai ) dui. 

' r {i^al)g^{iii)dai, 


J* 


)dai, 


cloixL la translation engendie la suiface, il faiit expiimei que I’line 
d’elles sc dcduit de Tautie par unq simple tianslation, c’est-a-due 
que I’on pcuL prendre pour une fonction de u permettant de 
satis faire aux relations 


( I — ) c^t a ) da = (^r — aj ) rTi( zzi ) da^, 

t( I u~ ) a) da = — z(i -h ztj ) rfi{ a^ ) dui, 
It J(^a) da = iti r^i { a I ) duy 


Kn divisant membrc a membre, on tiouve les deux egalitcb 

1 - - zi- __ T + zz- _ a 

1 — a\ 1 -I- zzf ~ zzi ’ 

qui clonnent 


1 



Si I”* on porlc cette ^alelll de dans I’line quelconque des equa- 
tions precedcntes, on obtient la relation 

(i Q.) cT^i(zzi)zzf = — zz^ J(z 05 

que Fon pent nieLLre aussi sous la forme 





C ’est la condition cliercliee, et le raisonnement prouve bien qu’elle 
est suffisante 

Si I’on applique un raisonnement analogue au cas ou les deux 
conrbes sont defmies par leurs plans osculateurs 

(^i— zz 2 ; a;H- z(n- zz"-}/-}- 2zz^ H- Sb/(zz) = o, 

— -h itf )y H- 2 u^z -h ifi(ui) = o, 

D — 1 


23 
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on troiivera, en expiimant que ces deux plans coincident^ les 
lelalions 

fin) 


(i3) 


U\.~ J 

li 


IH 


Le probleme de la recherche des surfaces doubles e^l anisi 
compleLement lesolu 


228. Si Ton vent que la surface double soil reelle, il faiidra que 
les deu\ fonctions /et /< on soient conjuguees On est ainsi 
conduit a line equation fonctionnelle dont la solution est d’ailleuis 
tres facile 

Posons en effet 


el de-^ignons par 01 ( ii') la function conjugin^e de 0(?^) On devia 
avoir 

Mellons en evidence la partie leelle P(z^) et la partie imagi- 
naire de la fonction 0 Nous aurons 

et; par consequent, 

P(u)z=p{u)+p ij, 

Q(«) = !7('0 — ? > 

les symboles p el q designant des fonctions r^elles, d’ailJeurs 
quelconques On deduit de la, pour 0(z^), Pexpression 

H'i)=p{u)-¥p{-'-'^ + icji{u) — iq 

oil, plus simplement. 
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designant ane foncLion imaginaire qiielconque p{u) iq{u) et 
cp, la foncLion conjugin^e de cp 

On lioiiYerait de meme pour Texpression analogue 

<i5) = cp(z4) — cpi^— 

En s’appLiyanl sur les resultats precedents, on peut demontrer 
que le piocede indiqiK^ an n° 226 do ane la coiirbe minima la plus 
geneialc coincidant avec sa conjuguee Pienons en effet requation 
dll plan osciilaLour de cette courJje sous la forme 

("“jO (^- Q =0, 

uLi Ton a 1 emplace /(ii) pai sa valeur Liree de Pequation (i4) En 
idenLifiaiU requation precedentc avec celle d’un plan qiielconque 

UTr + Vr-}-W^-l-P = o, 

•on troll VC 

[ U-iV P , / 1 \ 

2 W a 2\v ^ ^ ^ ‘ V / 

et, pai consequent, 

P /U~-iV\ /U-hiV\ 

AV " V W / ‘I"' i W / ’ 

Cette equation delinit 6videmment une siiiface reelle a laquelle 
sera cuconscute la developpable, enveloppe des plans osculateuis 
de la com lie consideree 

229 Jusqidici nous avons employi^ les formiiles de M. Weier- 
stiass, qiii sont parfaitenient appiopri^es a I’etude des surfaces 
reelles Dans la throne des surfaces doubles, ou il s^agit de com- 
parer les deux courbes minima dont la translation engendie la 
suiface, il seia avantageiix de leprdsentei les deux combes mi- 
nima de la meme mann^x'e et de les consideier lespectivement 
conime les enveloppes des deux plans 

{I ^ IC^) -h l(l-h -h 2U^ -h 2f{ll) = 0 , 

(i — Iff )a? -H i{i^u\)y + 2Zfi- + 2/1 (zfi) = o 
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Alois les deux plans seront paialleles si Ton a iL\ — el les dcu\ 
couiLes seiont idenLiques si Ton a 

Les formules qm definissent un point de la surface seiont les 
suivantes (‘ ) 

37= 

+ ^ fli.l'-i)! 

y = - luf'(a) + lAu) 

■+■ I ) — iih /I ( «i ) H- ifi ( «i I 

et le plan tangent am a pour equation 

(l (l — ILU{ )\ H- i(T H- ItU^ )Y+(W-f'Zii)ZH-^ = 

q ayant poui valeur 

([8) ^ — {u — 

C’est Peqiiation de la suiface ecnte dans le systeme (a, [3, qm 
a 6te defini et ^tudie aux 164, 166 Elle se prete de la inanidjic 
la plus simple a I’^tude des surfaces doubles 
Dans ce cas, nous venons de le voir, on aura 

09) /(“)=yi(^o» 

et, par consilient, q sera une fonction synietrique de u et de Ui 
Recipioqnement, e^primons que ^ est une fonction symetrique 
de a et de u^. Nous devrons avoir 

2 /( zO 2 /i ( ) — ( “ ~ ) [/ ( zO '- /!( 1 )] 

Posons 

/(zO ~-/i(w) = 2e(zo, 



(‘) Ces formules sont, au\ notations pres, celles qui ont dt^ donnecs par 
Bjorling dans le Mdmoire analyst plus haut [p 2-^9] 
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Tequalion precedente ne contieadra plus que ^(u) et deviendia 

2^{u)— 2^{Ui) — {u — Ui)[^'(u) -H = O 

La seule foncLion saLisfaisant a ceLLe equation esL un polynome du 
second degie, niais il est inutile de la recliercher Car, si I’on in- 
lioclint la notation 

f(ci) — 0 ('a) =A{^x) + 0 (a) =: cpfi/), 

I’expression cle ? devient 

^ cpr U)-jr-2 — 

('t nous irouvons Tequation langentielle d’une siiiface double, qui 
coriespond a la fonction ^{ii) Nous pouvons done enoncei la 
pi 0 position suivante 

Si Von emploie le systhne de cooi dotiiiees tangeiitielles dans 
Lrquel on ea it V equation dhui plan sous La forme 

(20} — aP)X + i(i-r-aP)Y + (aH-p)Z -1- ^ = o, 

V equation tangentielle des sui jaces minuna sei a 

(,n + p)[/(a)^/;(P)] 

La condition necessaii e et sufjisante poiu que la sin face soit 
double est que I soit une fonction sjinetiiqiie de a et de p 

230 Nous soinmes ainsi conduits a cHiidier d’une maniere gen(^- 
rale la distinction que Pon doit etablir entre les smfaces dont 
iVkpiation Langentielle est sYnictiique pai rappoit a et a p, et 
colics dont requation n’est pas symetiiqiie pai rapport a ces va- 
i lables 

EiiMsagcons unc siiiface algebiiquc quelconque, lepresentee par 
requation Langentielle indecomposable 

( 22 ) F(U, V, W, P) = o, 

SI Ton } 1 emplace U, V, W, P par leurs expressions cn a, |j, 
on aura Pcqiiation 

(23) F[i — ap, z(n-ucp\ ccH-p, ^1 = 0, 
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cjul est sjmetrique en c/ el p Mais il pent ariiver que, Tequa- 
tion (22) etant indecomposable ^ il n’en soit pas dc meme dc la 
precedente 

Supposons, en effet, que Teqaalion (22) se pvesenLe sous la 
forme 

( 24 ) /^(u, V, w,P)---(U2-h v^H- w^)cp2fu, v,\y, P) = 0 , 

Tequation (^S) deviendra 

et se decomposera dans les deux suivantes 

/i ( a, P, ?)—(« — = 0, 

/ifa, P, -t- (of ~ P) cpi(a, Pj = 0, 

qiii ne sont plus symetnqiies, mais qui se ram^nent Tune a TaiUre 
qtiand on echange a et p Elies donnent, Pune et rautrc, tous les 
plans tangents de la surface, mais avec des sens opposes pour la 
noimale 

Recipioquement, considerons une surface d^linie pai requation 
(^5) /(^;P,0 = O, 

irreductible par rappoit a ^ Si cette equation n’est pas symetnque 
par lappoit a a, p, on sera conduit, avec les variables U, V, W, 
P, a line equation tangentielle de la foime (24) qui permettra 
d expnmei le radical V- -j- W- en fonction ratioiinelle dc 

U, V, W, P ou, ce qui est la meme cbose, des coordonnees dn 
point de contact 

Si, au contrail e, Tequation (26) est symetnque par rapport 
a a et a p, il sera impossible d’exprimer rationnellement le radical 
en fonction de U, V, W, P Si Ton avait, en effet, 

(Q.6) yrj2 - 4 -. V2 ^ /(bb W, P) 

nous trouverions, en remplacant U, V, W, P en fonction de a, 

/, et ^p^ etant symetnques en a et p Or il est impossible que 
cette Equation soit v^nfiee par Jes valeurs de ^ racines de I’eqiia- 
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tion ineductible proposee, a moms que ces racines n’annulent a 
lafois /, etcp, Alors la valeur dii ladical donnee par requalion. 

(26) se piesenterait constamment sous la forme - et cette equa- 
tion n’aurait aucuii sens 

En appliquant ces remarques au\ surfaces minima, nous obte- 
nons la proposition suivante 

Pour quhine surjace minima soil simple, il faut et il sujfit 
que son equation tangentielle puisse eti e ramenee a la foi me 
(24); SI elle est detei minee pai une equation en cooi clonnees 
])onctuelles z) = 0, il faut et il sufjit que les deux de- 

tei minations du 1 adical 

soient des fonclions distinctes Vune de Vaiitie, P est-a-du e 
que le 1 adical soil un cat re parfail 


Consid^ions, par evemple, I’alysseide qui est definie par Vt- 
qualion 

^2 -f-j 2 = ?: 


On a ici 


\=±:^ 1 r- H- 4jF“ H- — e ") 


L’alysseidc est done une siuface simple 
Nous pouvons maintenant completer les remaiques jirdsentees 
ail n° 192 sur la repK^sentation d’une suiface minima pai les foi- 
mules de M Wcieistrass. Boinons-nous, pour plus de nettete, 
aa\ surfaces rdelles Nous avons vu qu’a une menie surface on 
pent faire correspondre deux fonctions dilferentes 


^{U) 



Les resultats obtenus au n° 227 nous montrent que ces deux fonc- 
tions ne seront pas distinctes, dans le cas des suifaces doubles, on, 
plut6t, ce seront deux branches dilferentes d’une meme fonction 
Si, au contraire, la surface est simple, ces deux fonction? seront 
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ur^duc tables Pune a Tautie eL nous aurons deux fonc Lions cliffe- 
rentes d’lme meme variable imaginaire se lapportanLa la meine 
surface Ces deux fonctions coiiespondiont aux deux courbes 
minima distincles dont la translaLion pent engendrer la surface 

231 C’est ici le lieu de presenter quelques lemaiques siir les 
surfaces dont Tequatjon tangentielle est dela foime 

cp2 — {U2 h-V^+W2)'P = o 

Le ladical y'U- + V- -f- W- eLant line fonctioii lationnelle de U, 
V, W, P et, par consequent, des cooidonnees du point de con- 
tact, on voit qu’il est possible d’attribuei aux normales en Lous 
les points de ces surfaces un sens bien deteimme Si Ton pi end, 
par excmple, 

Wtj; 

? ^ cp ^ cp ’ 

poul les cosmus diiecLeurs de cliaque nounale, et si Pon decriL 
sur la surface un cliemin quelconque poui revenir an point de 
depart, on y reviendia toujouis avec les meines valeurs pour les 
cosmus diiecteurs En d’aiities termes, il sei a possible de disLiii- 
guer cuialytiqiiement deux cotes de la sur j ace C’est ce qin 
airive, par exemple, dans le cas de la splieie ou dans celiiz cle la 
surface de quatrieme classe deja consideree au n° 159 

Supposons, ail contiaire, qu’il soit impossible d’obtenir poui 
une expiession rationnelle en fonction des cooi- 
donnees, soit ponctuelles, soit tangentielles , les cosmus diiecteurs 
de la norm ale, 

U ^ V W 

4. y/U2~V2::j:~\y2 ’ ^/[j2 

changei ont cei tainement rfe lorsqu’on suivra sur la siu- 
face im cliemin i eel ou imaginaii e convenablement cboisi 
Seuleinent d y a lieu, dans ce cas encoie, de faire une distinction 
tres essentielle Pour certaines siii faces telles que I’ellipsoide, le 
paraboloide, les liyperboloides, si I’on revient au point de depart 
apies avoir parcouru im cherain 1 eel quelconque, on retrouvera 
Loujours le meme sens pour la normale En d’autres termes, si 
1 on imagine une petite sphere parcoiiiant le cliemin consider^, 
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elle se tronvera, an retour, dii meme c<ke de la surface qu’aii 
clepait MoLius a lemarque le piem>er qu il exisLe un grand noiubre 
de surfaces telles que le sens de la normale sc trouve change quand 
on revrenL au point de depart aprcs avoii paicouru un chemin 
leel convenablement clioisi Bornons-nous, pour plus de simpli- 
cite, a consideier les sin faces alg^briqiies II faut evidemment, 
pom que la circonsLance prec6dente se presente, que la surface 
art des lignes mnlliples reelles 

Consideions, en eCTet, la surface paiallMe a la proposee, ob- 
teniie en portant sui les normales des longueurs infinnnent petites 
cgales a p Tant que y/U- + V- + W- ne sera pas un cane pai- 
faiL, les deux nappes dont se compose cette sniface ne constitue- 
ronl analytiquement qu’une seule surface et, si Ton cousidere les 
deux points , situes sur la normale en un point M de la sur- 

iace donnee, il sera toujours possible de siiivre sur la surface pa- 
laliMe un chemin leel ou imaginaire qui conduise de m a iii! Mais, 
SI ce chemin esL entierement reel, la fonction 

qiii, egalee a zero, donne r^uaLion de la surface proposee, aura 
evidemment change de signe quand on passeia de m a iii! Comme 
ce chemin est parallele a une nappe de la surface, il faudia ne- 
cessaiiement qu’il en travel se an moms une autre et, par con- 
sequent, que la siuface proposee ait une ligne multiple ou, au 
moms, un point multiple 

Il est remarquable que la surface la plus simple possedant une 
hgnc multiple joiusse de la proprieLe singiiliere que nous etudions 
ici Cette surface est la surface iiiglee du Lroisieme ordre dont 
nous indiqiions ici la forme i8) Si Ton pait du point m en 

suivant le chemin mk 1 ]j srm^ on reviendia au point de d(^parL 
apres avoir change de cote ( ‘ ) 


(') Get excmple nous aA^ait die inclique pai H -S Smith, piofesseur Savilien ^ 
Oxfoicl, dont tons les g^ometies ddploient la moit prematur^e Les difTerentes 
sin faces icglees du tioisi^me oidie sont les Liaosformees liomogiapliiques de celle 
qiii Cijt lepiesentee pai I’^quation 

La figuie se rappoite la suiface dont I’^qiiaLion est 
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A cet exemple si simple cVune surface r^elle ii'aj ant pas de 
cote on peut en ajoutei beaucoiip d’autres tres geneiaux 

Prenons, par exemple, line courbe fermee reelle (K) clioisie de 
telle maniere qu’elle admette seulenient iin nornbre liinite de cou- 
ples de tangeiites paralleles Si I’on part d’lin point quelconqae A 
de cette couibe avec un sens deteimine pour la tangente, la loi de 
continuite deteiminera le sens de cette dioite pour tons Ics auLres 


Fig i8 



points de la courbe Par consequent, si jk, ^ sont les coordoii- 
nees d’un point de la ^ seront des fonctions 

parfaitemeiit deteiminees en cliaque point leel de la courbe 
Soient mamtenant M, M' deux points quelconques de la courbe et 
prenons le lieu des nnlieux de la corde MNP La normale an point 
milieu de MiP aura pour cosinus directeuis 

dy cJz' cV^ dr’ dx dd dx dy' dy dx’ 

ds ds’ ds ds' ds 'dJ ~~ ds d? ~ds d7 ds W 

iA A A 

A designant la quantite 

\ _ f ^ ^ dy' dz dz' \ 2 

y ^ \ds ds' ds d7 ds dF ) ^ 

que nous prendrons, par exemple, avec le signe + Faisons mam- 
tenant lourner la corde MRP, de mani^re que M vienne en RP et 
RP en M, niais en evitant, ce qui est toujours possible, la coinci- 
dence de M et de RP et aiissi les positions de la corde en nornbre 
limits, poui lesquelles les tangentes en RI et en RP sont paralleles 
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Nous suivions siir la siirface lieu des milieux: iiii chemin lecl pour 
cliaque point diiquel le plan tangent seia Lien dikeimine et, 
quand no ns reviendrons an point de depait, recliange de M et 
de M' aura fait clianger le signe des cosmus diiectcurb de la noi'- 
male ( ’ ) 

232 Considerons maintenant une suiface minima double edge- 
b? ique on du moms non pei lodiqae, et soit 

( I — ZA" ) X -1— l( I — H U~ y H— 0.11 Z —1— 2 /"l zz ") o 

l’6qiialion du plan osculateur de la coiu'be minima an nioyen de 
laqiiclle s’engendie la surface Soient M, M, deux points de cette 
courbe Le milieu m de la corde MM, deem a la suiface consi- 
deree Soicnt u et za, les valeurs du parameLie it relatives aux 
points M et M, Les cosmus directeuis de la normale eii /;zauront 
pour expressions 

I — ZZZAi I H- ILUy If -r- III 

? i j j 

u — ZAi a — III It — III 

et ils nc seront reels (n" IS) que si Ton a 


u' lUanL rimaginaiie conjuguee de u De plus, dans le cas i[ui 
nous occupe, ou la surface n’est pas periodiqiie, il faudia, pour 
que le point m de la suiface soit reel, que Ton associe a la detei- 
mmation f^{u) de /(«), relative an point M, une deteimmation 
/o(zA,)de f{U]) completement definie par cette condition que le 
point M, soit imaginaire conjugue de M Amsi, a cliaque systemi 
de valeuis de u et de /(za) coriespond un point icel de la sur- 
face et un seul. 

Faisons maintenant varier u de telle maniere qifil devienne 


(') On lappioclieia les lernaiques que nous avons pie&cntLes clans cet qiLilIc 
dc cclles que Laguerre, noLie regrettc confreie el ami, a de\eloppees dans une 
suite dc liavaiix interessaiUs sui la Geometrie de direction ( Voir , en paiLiculiei, 
le Menioue Siu la Geometrie de direction public en iSSu clans 11 Lome VIII du 
Bulletin de la Societe rnathematigiie de Fiance, p igG, et ditTeiLiits ai tides 
inseies clans les Cornptes rendus en iSSr, 1882 et ib 83 j 
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egal a ii^ et clioisissons, en outre, pour ceLte variable complexe, un 
chemin tel que la determination pnmitne A.tf[u) devienue 

egale a la dcteimination primitive ) de Le point M de 

la combe minima sera venu comcider avec le point imaginaire 
conjugiie Mj et, par consequent, le point Mi seiavenu en M On 
reviendiM done an meme point m de la surface minima D’ailleiirs, 
dans le cliernin reel que Ton aura suivi sur la suiface, les cosinus 
directeiiis de la noimalc auiont vane d’une manicre continue , car 
on n’a jamais 


c’est-a-diie 


u — 


Ull' I — 0 


Quand on reviendra an point de depart, on aura echange les 
valeins de et de , les cosmus diiec tears de la noimale aui'ont 
change de signe, comme le montrent les expressions donnees plus 
liaiit de ces cosiniiSj et I’on se trouveia sur le cote oppose a ccliu 
d’oii Ton etait parti (‘ ) 


( ’ ) ScuiLLiN(., Die Minimaljlachen fanfter Klasse nut deni Stei eoscop-Bild 
euits Modells derselben Gcjeltingue, iSSo 
CeL niLn C53ani ti avail conticnL non seulemcnt une d<^monstiaLion de la piopo- 
biLion que noub lenons d’etablir, mais encore ime ^Lnde Lies detaillee de la sui- 
iace de M Henneberg M Schilling en dt.Leimine Toidie, Ja classe, les smgiila- 
rites piincipalcs el il raonLie qii’elle cst le lieu dcs miheu\ de la combe minima 
dcfinie pai les equations 


oc — 





Elle coirespond a la valeui 



) = 3 

(u- 


U^-\ 

V 

/ 

\ 

u 

\ w/ 


de la foncLion cle M Weieistiass Cela nous conduit ^ signalei les suifaces doubles 
conespondanles a la valeui plus geneiale 


. 7(^0 



ou P dtsigne im nombie inipdii 
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CHAPITRE VIL 

LES SURFACES MINIMA ALG^IBRIQUES . 

DeLerminaLion cle la clause et dc I’ordie dela suiface minima algcbiique cngendrdc 
pai la LrausIaLion dc dcuv courbcs minima donnees — Application an cai par- 
liculicr ou la fonction f{u) est lationnelle — DLteimination de la surface mi- 
nima icelle, simple ou double, dc la rlasse la moms lIcvlc — Points k rinfini 
des sui faces minima — La section de la siulace par le plan de rinfini se com- 
pose evclusncincnt de dioites simples on multiples — Points multiples a dis- 
tance Imie — buifdces minima ci point conique 


233 Apres avoir expose, en siiivanL les meLiiodes de M Lie, la 
solulion des pioblcmes les pins eleinentaires de la iheoiie, nous 
allons mdiqiier commenL ceL emineiiL geoinelie a determine I’ordie 
et la classc d’tine suiface minima algebiiqne; ioisqu’on suppose 
donuces les deux coiirbes minima dont la translation petit eiigen- 
diei la suiface 

La determination de la classe lepose sur le theoieine suivant, 
qui est un cas paiticulier d’lme pioposition generale deja enoncee 
au n° 8i et relative aux surfaces engeiidrees par la tianslation 
d’une combe invariable 

La developpahle circonsci ite d la sin face en tons les points 
del line des coin bes minima dont la ti anslation engendi e cette 
suiface est un cylindi e dont les generati ices vont i enconti er 
le ceicle de Vinjini. 

Soient (y) lacourbe minima doniiee, m un de ses points et (y, ) 
la seconde courbe minmia de la surface passant par le point m 
La tangente en m a (y, ) est ime des g^neiatnces dti cylmdre cir- 
conscrit suivant (y). 

Ce point etant rappele, coiisid^rons le cone cii consent a la sur- 
face ayant pour sommet un point quelconque |j du cercle de I’m- 
fmi, sou jJL/n line gen6ratrice du c6ne, tangente en m a la surface 
II passe en m deux courbes minima de la surface (y), (yi) dont 
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I’une, que nous designeions par (yi), est langente a (jm, et 
il lesiike dll tlieoreme prec(^dent que la developpable ciiconsciitc 
a la surface siuvant (y) est iin cylindie dont les generaliices 
sont pai alleles a p c’est-a-dire un cone de sommeL p Done ; 

Le cone cv conscr it a la siu face minima, aj ant son sonimet 
en un point qiielconque da cei cle de Vinfini, se decompose en 
cones jdiis simples dont chacun est cii consci it a la siu Jace sui- 
vant line com he minima 

Ce point elant admis, commencons par considcrer une siuface 
simple et soit p un point du ceicle de I’lnGni Designons pai (Kj 
et (K') les deux couibes difieientes dont la lianslation pent en- 
gendier la suiface. Les geneialriccs du cone ciiconscrit suivant 
une des positions de (K^) sont Langentes aux diverses positions 
de la combe (K) Le nombre des cones de soinmet p, cii consents 
cbaciin sun ant une des positions de (K'), sera done egal an nombre 
des taiigentes que Ton pent mener du point p a rune des positions 
de la combe (K) Ce nombie, que nous designeions par M, est 
CMdemnient Toidie de inultiplicite du ceicle de rinfini sm la de- 
veloppable formee par les tangentes de (K) 11 y a done M cones 
de sommeL p cii consa its siiwant une des positions de(^)^) et 
M' cones de menie sominet circonsci its siiwant une des posi- 
tions (f/e (K); M et RL designant les oi di es de multiplicite du 
ceicle de Vinfini sur les de^eloppahles foimees pai les tan- 
gentes aux deux couibes La classe de la surlace seia celle 
de cet ensemble de cones 

EiiMsageons Fun des c6nes circonscints suivant une position de 
(K'), par evemple, et soit ((i)une droite qiielconque passant pai 
le sommet p. de ce cone Pour qu’un plan tangent a ce cone con- 
tienne la dioite (c/), il est n^cessaire et suffisant que la langente a 
la combe (KD, mende au point de contact de ce plan et de la 
suiface minima, rencontre la droite {cl) en un point sitiie a dis- 
tance finie La classe du cone est done ^gale au nombie des tan- 
gentes de (K.') qui viennent lencontier la dioite {cl) a distance 
finie Or ces tangentes forment une ddveloppable dont I’oidre, 
que nous ddsignerons par R', a regu, comme on sait, le nom de 
rang de la courbe Cette developpable est ddja coupee par la 
dioite {cl) au point p., qui est multiple d’oidie M' Elle lencoiitreia 
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done la clioiLe {d) en R' — ftf points a distance finie el, par suite, 
la classe du cone consid(§ie seia 

On troiiveia de meme R — M, R ctant le nombre analogue a R^, 
pour la classe du cone cii consent suivant une position de la 
coiirbe (K) La classe de la surface, c’est-a-diie celle de I’en- 
senible des cones d6finis precedemment, seia done 

— i\l\R — M) 

Tel est le nombre obtenu pai M Lie 

Dans le cas ou la surface minima est double, il n’v a plus lieu 
de distinguei deux senes de cones circonscrits et la classe devient 
egale a 

M(R-M), 

les nombres R et M se lappoitant a la combe unique dont la 
translation engendiera deux fois la surface 

Si la siuface est simple et leelle, les deux conrbes dont la trans- 
lation engendre la surface sont imagmaiies conjuguecs On a evi- 
demnient 

M' = M, W = R, 

ct la classe de la surface sera 

2]M(R~M) 

On volt qiie loutes les surfaces miniina leelles dont Toidie est 
premier ou impair sont n(^cessaiienient doubles 

Nous signalerons une i elation d’lnegabte a laquelle salisfont les 
nombres R et M lelatifs a toute coiirbe minima La d(^veloppable 
foim^e par les tangentes a cette courbe est coupee par une droite 
situee k I’lnfini en deux points an moms, qui sont situes sur 
le cercle de I’lnfini et sont multiples d’ordie M On a done 

(j) R>2]\I, R — M>]M 

II icsulte de cette in^galite que, dans I’expression ]M(R — M) 
de la classe d’une surface double, le plus giand facteur ne pent etre 
que R ~ M Si la classe est un nombre piemier p, on aura neces- 
saiiement 


]\I=:T, 
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ce qiii donne 

R = /) -h { 

234. Passons maiiitenant a la deterniination de Tordre cle la 
SLirfdcej qui se fait d’ailleurs d’une mani^re moms precise Nous 
coLiperons la suiface par une droite [d) assiijettie a la seiile con- 
diLion de ne pas lenconti'ei la suiface a rmfini Supposons d’aborcl, 
pour plus de nettete, qiie cette droitc ait ete choisie pour a\e clcs 
Ses points d’lntersection avec la suiface seront deleiimm^s par 
les deux equations 

Alt) ~ A] ( T I — 0, 

Buj -1- Bd'z) — o 

Si Ton constriiit les deux: courbes planes defimes par les 
equations 

(r) 

et 

Cv') 37 = — AiC^j, 

le piobleme sera ramene a la leclieiclie de ceux de leiirs pouUb 
communs qui sont a distance finie Soient (K) et (K') les deux 
combes doiit la translation engendie la surface La com be (y) 
sera la projection de (K) siirle plan des xf, (Y) seia lasymeLrique, 
par rapport al’oiigine, de la projection de (K') siir le meme plan 
Les ordres de (y) et de (y') seiont les inemes, en general, qiie 
ceux de (K) et de (K'). Si done nous designons ces oidies pai m el 
wi', le nonibie des mteisections cliercliees, egal a I’ordre de la 
surface, sera, en general, 

mm’ 

Toutefois, SI les courbes (K) et (K') ont des points communs a 
rinlmi, il en seia de meme de leuis projections Soit co le nonibre 
des points a rinfini que Ton determinera par les nietliodes con- 
nues ( ‘ ) Dans cc cas I’ordre de la surface sera 

mm’ — 0 ) 


(’) Voir, en particuher, les diff^rents travaux de Rf Halplien inseres dans le 
Bulletin cle la Socictc mathematique de Fiance, le Journal de Liouinlle et 
la tiaduction francaise des Courbes planes de M Salmon 
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Enfin, SI la surface est double, cliaque point Je la surface corres- 
ponclra a deux syst^mes de valeurs de i et de t, car les Yeiitables 
paratnetres de chaque point sont les foncLions symetriques i? H-*:, 
U (n° 224). Le nombre precedent devia etre rediut de moitie et 
I’oidre aura pour expression 

1 ; 

-iinin — (o) 

‘1 ' 

Si Ton veut ^vitei le cliangement d’axes, qui consisle a prendre 
pour axe des sr la dioite donnee, on ecrira les equations de cette 
droite sous la forme 

r niz p, 
y=, nz-^q, 

ct Ton seia conduit a considerei le sysL^nie 

A ( / ) -t- Ai(t) = 77i.[Cf t') -1— C 1 ( T )] p j 
B(Oh-Bi(t')= /I [C(0 -H Ci(t:')] -H 5^, 

c’esL-a-diie a determiner Ic nombre des points dbnteisection 
des deux coiirbcs 

(' 2 ) = A(/) — 7}iG(t ) — /?, y=B(^) — 7iC{J) — q 

el 

^3) ir = ;?iCi(T:)— Vi(t), y = — Bi (t ) 

Les resLiUats precedents, relalifs al’ordrc et a la classe, peuvenl 
etre verifii^s dans cliacun des exemples que nous avons eludies 
Consid^rons, parexemplc, la surface d’Ennepei Les courbes (K) 
et (K^) sont ici des cubiqiies gaudies defmies par les equations 

^ = 3 74 — 

J = zh i(3Z4 H- 74^), 

^ = 3 74^ 

On a 


M' = M=I, R = = 4, 77l — 77l:=Zj 10 = 0 

La surface est simple, d’ailleurs , son ordre sera 9 etsa classe 6 , 
comme nous Tavons deja reconnu (n° 207) 

23S M Lie a fait une application ddaillee des mdliodes pre~ 
D . - 1 24 
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cedenles au\ siu faces engendrees par des courbes minima dont les 
tangenLes forment line developpable coiUenant une seiile fois le 
cercle de I’mfiui 

Si Ton pi end I’eqiiation da plan osculaLear a la courbe minima 
SOLIS la forme 


<4 ) • 2 UZ-\- 9 f{u) ~ 0 , 

f{u)^ etant ici une foncUon algebiiqiie de seia determinde par 
une equation de la foime 

F[/'(zO, u] = o 


Le degre de cette equation par rappoit a /{u) donne i^videm- 
ment I’oidre de multiplicite du ceicle de I’lnfini sur la developpable 
dont la combe minima est Taiele de rcbroussement Dans le cas 
qiie nous ^ onions elLidiei, cette equation sera done du premier 
degie et f{u) seia une function raLiounelle de u Les i^sultats 
obteniis au n'^ 198 en ce qiu concerne la transformation des coor- 
donnees nous raontrent d’ailleurs qiie, si les axes sont quel- 
conqiies, le degre du nnmeiateur de /{u) sera snp^neur de deux 
unites seulement a celiii du denominateur On pourra done poser 


(5) /*(zz) = azi2. 


■ [j - 


- 2 [ 


nil 1 

{it — aiy>^i ' {it — 


It — aij 


les termes du second degre n’auront auciine influence sur le le- 
sultat et peuvent meme etre supprimes si Ton imprime a la combe 
line translation convenablement choisie 

Si I’on subsLitue cette valeui de f{u) dans Tequation ( 4 ), on voit 
qu il passera, par cliaque point de Fespace, des plans tangents de 
la developpable en nombre egal k 

G = Inii-h 2 


Ce nombre est la classe de la courbe son expression neiious est 
pas necessaire, mais elLe interviendra pour simplifier les foimules 
Si Fon substitue les valeurs de /(a), f(a)^ f(u) dans les for- 
mules ( 5 ) [p 342] qui donuent les coordonnees x, y, z d’nii 
point de la courbe, on reconnait immediatement que les termes en 


I 

u — 


I 
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figurcnt dans les expressions de r La coiirbe cst done um- 
cursale, et le degie du denominateur commun de ^ seia 

S ?7lt 2CJ, 

q etanl le nombre des racines etc Coinme les niimerateurs de oc^ 
sont de degids egaiix on mferienrs a celiii du denominateiu 
commun, I’ordie 0 de la combe minima scia 

( 7 ) 0 = 2 -H 2<7 = C + 2 ^ — 2 

Proposons-noiis mainLenant de d^Lerminei le lang de la courbe, 
c’esL-a-dire le nombre des g6n6raLrices de la developpable qui ren- 
conlrent une droite donnee 

Une geueiatrice de la developpable est defime par les deux 
Equations 

(I — U-)'t -h -H U-)j H- 2 ZA-C + 2/( zO =0, 

It C -H ZZZJ -h- Z -i- /*^ ( zz) =0 

Si Ton exprime qu'ellc rencontie une droile donnee par les 
equations 

lU--Cy - A', 

- A;: = B', AA' -h BB' h- GG' = 0 , 

A7-B^ = C', 

on est conduit a une (Equation de la forme 

A [(^ I - zz2 )/ ( zz ) H- 2 zz/( zz )] H- B z [(in- zz^ )f(u)—^ uf{ u )] 

H- 2 G[zzy'(zz) — /(zz)] H- A'z(i ~ ZZ-) — B'(r -{- zz2) -h 2 zG'zz == 0 , 

dont le degre donnera le lang clieiclie II suffit de se reporter a 
I’expression de /{it) pour reconnaitre que ce degi^ est 

( 8 ) R = 2 iTii H- ^ -h 2 = C -f- q 

Telles sont les formiiles qui font reconnaitie les deux nombres 
dont dependent I’ordie et la classe de la surface minima 

236 Proposons-nous, par example, de deteiminer, paimi les 
siiifaces que nous ^tudions, celles qui ont la classe la plus faible. 

Supposons d’abord qn’il s’agisse de suifaces simples La classe 
sera egale a 
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q el m etant au moms ^gaux a i , il faut pi endie 

cj z= m = '[ ^ 

on aura done 

A = + a it~ -h ]j ii — H Y 

' u — a ‘ ‘ 

C’esl la valeur dey(i^) qiii correspond a la surface d’Enneper. 
Si Ton vent obtemr les surfaces de luutieme classe, il faudia 
prendie 

S Jill -h ^ = 3 

Cette equation adinet I’anique solution 

^=1, 77Zi=2, 

qui donne 

/(“)=, ^ s, -1 l-a«2+B(t + Y 

i^a — ay- a — a ‘ ‘ 

L’ordie de la smface corrcspondanle sera i6 

237 Pioposons-nous main tenant de reclierclier les sui faces 
doubles ieelles\Q?> plus simples L’equalion a laquelle salisfaiL la 
foncLion /(fz)(n'^ 227) 



U [ 

li 


nous inonLre que, dans ce cas, a cliaqiie infini cii coirespondra un 

infini ■ — ^ de meme degre de multiplicity; a\ designant la conju- 

gLiee de cii Les nombies nii etant deux a deux egaux, la sonime 
sera paire, ainsi que le nombie q 
La classe 

S nil -4-^ + 1 

sera done toujouis un nombie impair et, coinme on a yvidemment 

^ ^ - 4} 

la classe sera au moms egale a 5 La surface' double lyelle la 
plus simple correspond done a Thypothyse 




TUi = ma = 
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On obtient amsi, nous allons le reconnaiLre, la surface cle 
M Hennebeig 

An reste, on pent obtenir tres simplement sous sa forme la plus 
g^n6'ale la ^'aleu^ cle f{ii) qm correspond aux surfaces doubles 
r'eelles 

Nous avons vu, en effet, cjii’a chaciiie infini correspond nn 

mfini — A Choisissons dans cliacpie groupe, d’une manieie arbi- 

traire, I’un des infinis Oi, — reunissons tons les termes qui 

correspondenL a ces mfinis Si nous designons par ^{u) I’ensemble 
de ces termes, la fonction 

F(“) =/(«) — 

Oil c£), designe la conjuguee de cp, saLisfera encoie a recjuaLion fonc- 
Lionnelle qui caracLerise les surfaces doubles 



u 


mais, comme elle ne conLient plus les infmis ai, elle ne pourra 
pas contenir non plus les mfinis ^ et se reduira, par consequent, 

a un poljnome du second degie que determineia I’equation fonc- 
lionnelle pr^c^clente et cjiu sera de la forme 

a, 5, c cl^signanr Liois constantes idelles On pourra le fajie dis- 
paraitie, si Ton veut, par une translation reelle et Ton auia, dans 
tons les cas, Fexpression 

f{lL)=^[u)~ L j ^ a{ \ — U-) lb{l 

qui definira toutes les surfaces doubles r^elles. 

Dans le cas de la surface de M Henneberg, on pent, en choi- 
sissant convenablement les axes, prendre 

^(u) = -> 

^ ^ It 
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a etantieel, et I’on aura 

( 9 ) f{ii) = - 

u 

Si Ton applique a cette surface les melhodes mchqiiees plus 
haul poui la cleteimination de I’ordie, oq reconnaiLra sans diffi- 
cuke que les courbes designees au n" 233 par (y), (y,) sont ici 
symelriqiies Tune de I’antre par rapport a Torigine et qu’elles sont 
de I’ordie 6 Les points a I’lnfini etant des points simples d’ln- 
tersection, il restera 3o points d’lnterseclion a distance finie et 
I’ordre de la surface sera, par suite, egal a 1 5 

238. Considerons une courbe minima (K), pour laquelle on 
connait les nombies R, M Si on la Lransforme par inveision, on 
obtiendia une nouvelle combe minima (K,), soient R, et M| les 
nombies relatifs a cette courbe 

Une dioite (cZ) lencontiant le cercle de rinCm coupe la develop- 
pable formee par les tangentes de (K) en R — M points L’lnver- 
Sion transforme la droite (z:/) en une droite {d\') rencontrant 
egalement le cercle de I’lnfini, elle transforme la developpable 
foimee par les tangentes de (K) dans la developpable formee par 
les tangentes de (Ki) On aura done 

R — M = Ri~ AL 

D’autre part, consideions un cercle passant par le p61e de I’m- 
version, il coupera la developpalile foimee par les tangentes de 
(K) en 2 R points, deu\ de ces points sont sur le cercle de rinfini 
et comptent cbacun pour M, enfin d’autres, en nonibre que nous 
designeions par 0, sont confondtis avec le pole Le ceicle coupeia 
done la developpable en 

2R_2l\I-o 

points a distance Cnie et ne comcidanl pas avec le pole 

Si 1 on applique maintenant I’mversion, le cercle se tiansforme 
en une droite quelconque et le nombre precedent devient le rang 
de la courbe (K, ). On a done 

Ri= aR — Q 

La valeur de Rj sera, dans tous les cas, positive et superieure a 
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qaatre, car il n’existe pas de com be dont le lang soil loferieur a 
ce nombie, Q est mil si le pole esL quelconque, mais il devient 
egal a cleuv si ce pole a ele pris sin la combe (K) On a done, 
dans tons les cas, 

2 R — 2 JM — 2 1 1 
oil 

Cette inegaliti^ met en evidence les vesukais siuvants, qui soul 
diisaM Lie 

La classe d’line surface minima simple 
est ail moms egale a 

3 (M-+-i\r) 

c"esl-a-diie an moms egale a 6 Parmi les surfaces simples, la 
bLirface d’Enneper esl done celle dont la classe est la plus faible. 
La classe d’line surface minima double 

M ( R — M ) 

est toil] OUTS superiOLire a 3M, c’cst-a~diie a 3. 

Si Ton considere une ciibique gauche qiii soit line combe mi- 
nima, elle donne effcctivement une surface double de tioisieme 
classe, mais cette surface est imagmaiie En elTet, une courbe mi- 
nima ne pent <^tie identique a sa conjuguee que si elle est coupee 
par un plan reel quelconque, en des points iinaginaiies coiijiigues 
deu\a deux Elle doit done etie nccessaiiement d’ordie pair, si la 
surface double, lieu dcs milieux de ses cordes, est reelle 

Si I’on vent que la classe de la surface soil (^gale a 4, il faudra, 
R — M etant sup^rieui a 3, que Ton ait 

R = 5 

Il existe effectivement une combe minima repondant a la qiies- 
lon Mais nous avons deja vu que, dans le cas on M — i, la sui- 
ace doable leelle la plus simple est celle de M Henneberg 
Ainsi, iln^y a pas de siuface double 1 eelle de classe itife- 
1 ieu7 e d 5 

239 Renvoyant, pour plus de details, en ce qui concerne la dd- 
ermination des surfaces minima de classe on de degre donn^, au 
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Memoire de M Lie, nous termineions ce CliapiLre en etiidiant 
les nappes infinies des sui faces minima algebiiques 

Dan 3 ini Memoire inseie auK Mathematische Annalen (’) 
M. Geiser avait etabli, par une met-hode interessante et feconde, 
que la section de toute surface minima algebnque par le plan de 
I’lnfini ne pent se composei que de lignes dioiLes et du cercle de 
I’lnflni jM Lie s’est seivi du mode de generation qiii I’a guide 
dans ses belles etudes pour demontrer cetle proposition et la 
lendre plus piecise encoi'e 

Consider ons en effet la surlace minima comme le lieu des 
milieux des segments dont les e\tieinites RI, RJj decri\enl res- 
pecluemenL deu\ couibes ininima (F), (F,) Tant que les points 
M, RI| sont a distance fmie, il en est de meme du milieu du 
segment RJRIj Si Fun des points, RI, pai exemple, s’eloigne seul 
a Finfini, le milieu du segment s’eloigne a Finlini et vienl a la 
limite coincidei avec Rl| Supposons maintenaut que les deux 
points RI, M, s'eloignent simultanenient a Finfini et viennent coin- 
cider respectivement avec deux points /?^, ;?z, des deux courbes 
(F), (T,), situes necessaiiemen t sur le cercle de Finfini Si les 
points 712 , sont dislinct^j, le milieu de /?z 7 ?z, seia indeteimine 
et pouiia occLiper toutes les positions sui la droite mm\ (-) Nous 
obtenons ainsi ce premiei lesultaf 

(') Gcii>er (G-F ), Aoiiz iibei die algebi aischeii Minimumsjlachen {Mathe- 
matische Annalen, t Til, p 5^0, 1S70) 

(’) Soienl, en effet, x, y, z, t, x', y’, z', L' lea coordonn^es caiLtsiennes liomo- 
g^enes des deux points j\r, M, Loraciu’iJa temlent veis Icuis positions limites m, 
ces cooidonneea auront poui \ diems limites iPo? ■^0’ ° 

pos^, les cooidonnees hornogenes du milieu de MM, oat poui expressions 

\ = xt' + lx\ 

Y = yV ty\ 

Z ~ zV -1- i z'j 
T = 2 /£' 

liaisons tenclre t et £' \eis. zeio, de telle manitre que Ton ait toujouis 

designant une constante Les cooidonnees de "V, Z, T divisi^es pai t auront 
poui limites les \aleurs suivantes 

qui conliennent I’arbitiaiie \ et dcGuissent un point quelconque de la droite 
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TolUcs les droites obtenues en joignant uu point a L'lnfini 
de{y)d iin point de (F,) siLue aussi d Vinjhii et distinct du 
piemiei appcu Liennent d la siirjace 

On reoonnaiL ainsi qiie, si Ics denv coiirbes (F), (F, ) conpenL 
le cercle dc Fmfmi en des poinLs disLincts les uns des autres, la 
section dc la surface pai le plan de I’lnfiin se composeia cxclasi- 
vement cles dioites qui joignenL les points a Finfini de la premiere 
coiiibc au\ pomLs a Finfini de la seconde Si m et m' clesignent 
les ordies des deux combesj ces droites seioiit an nombie de mm’ 
Coinmc, clans ce cas, I’oidre de la surface esL preciseinent t'gal a 
mni’ ^ il est evident que cliacune des cUoites sera simple 


240 II nous leste a cxaminei Ic cas ou les deux couibes (F), 
(F,) onL des points communs a Finfini et ou les deux extK^mile^ 
dll segment MM,, douL le milieu deciit la siii face minima, viennent 
coincider avee Fun de cca points 
Sort 


(lo) {i— iL-)v u-);) ^ luz o 

Feqiiation du plan osculaleur de la com be (F) En joignant a cette 
equation ses deux piemicres deiivces par lapport a 


(ri) — — ly) z ^ {u) = 0, 

(12) — ^ = 0, 


on am a les liois relations c|ui defmissent, en fonction de les 
cooidonnees cFiin point de la couibe Elies nous donnent 


(r3) 


on encore 
(i4) 

en posant 


< - -- u 

{ —— u-f\u) -h lu 

^ X — ly — / J ( zt j du, 

< ^ - J u^(u) du, 

[ 07 H- z / = — J idr'\(u)du, 

f"'(a) = ,T(zz) 


Choisissons les axes de mameie cjiie le point m de (F) situe a 
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I’liifini coiresponde a I’liypoLhese u = o^ et admettous qiie la 
courbe (F) soit al^cbiique on, dii moms, piesenLe en ce point line 
singulaiiLe algebuque Alors f{n) sera developpable suivant le^ 
puissances croissanles dc u et, si p et q designent deux nombres 
entiers dont le second esL positif, on pouiia poser 

p - 1- 1 ;j -I - 2 p 

t{Lt) — %iU ^ilL -h ’I 

= 0 

Nous supposerons toujours qiiVuicun des exposants — ne prend 

I’une de'^ valeurs o, i, 2 On pent Loujours, en effet, siippiimer 
les termes coiiespondaiUs a ces tiois valeuis pavLiculieres des ex- 
posants en ajoutant des constantes convcnablement choisies a .r, 
1 , c, coinme le montie Tequation (lo) du plan oscnlateur, et ces 
constantes poiirront toujouis disparaitre dans les j or males fincdes 
par une translation convenable dejD axes cooidonnes 

En niettant a piofit cette remaiqiie, nous ecrirons sous la 
forme 


fi3) y 

^ p H- } / p h 

, \ ^ 
qui rlonne 




) = I^cif u '/ 


etj par consequent^ 


yi a, 
^ p-hk 


1 ? 




Telles sont les expiessions des coordonnees d’un point de la 
courbe en foncLion de a 

Pour que le point correspondant a la valeur o de Uy soiL 



LES SURFACES BIINIMA VLGERRIQUES 


379 

rejeLe a I’mfini, il faudra que run au moms des termes qin figiirent 
clans les e\pressions piecedentes devienne iiifini pour 11 = o On 
aura done nccessairement 


P 

y 


< i 


Mais il y a ici plusieiirs cas a disLinguer 
1 ° Si Ton a 


i< 


P 

7 


f[it) eL f{u) dcviendiont nulles poiu La langenle eii m 

a la courbe (T) seia defmie paries deux equations ( 10 ) el(i i), ou 
Ton fera = 0 et qui se leduiront au\ suivarites 

■ ^ -I- 21 = 0, ^ — 0 , 


elle resLera done a distanee finie, il en sera de ineine du plan os- 
eulateur qui esLiepiesenL<^ par lapieini^re des deux dcpiations pie- 
cedentes 
2 " Si I’on a 



" r, 


l\u) serainfinie, mais non f{u) Le plan osculateiir en 7?z, defini 
par r^qiiation 

X ly — 


sera encore a distance finie, mais la tangente en m sera rejetee a 
Finfini et coincidera avec la tangente en ce point an cercle de 
I’lnfini 

Enfin, si Ton a 


P 


< 0 , 


le plan osculateur lui-meme sera rejete armfini, quant a la tan- 
gente, elle sera la meme que dans le cas pr^c^dent 
En resume, la courbe iT) ne sera tangente en m au plan de 
rinfini que si I’on a 


P 

<1 


<i 


241 Si, comme on I’a fait au n° 229, Ton adopte pour la courbe 
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(^^) un mode de representation identique an precedent et m 
I’on pose 

^-3 

Cl8 ) Vi , 

on obtiendia des evpressions des cooidonnees de chaqiie point de 
la coLube en fonction de a\ analogues auv formules(i7) et I’oncn 
decliura les expressions suivantes des coordonnees X, Y, Z J’un 
point de la surface en fonction de ii et de U\ 


I X — A = I'rJ {ujdti -]r f'Viiui) dill 


I 


= y 


(-h 

-X 


XL V 


^ P\ -H Xi 


Z— J iu{u) dii-^ f iiiSiiUi) dui 


ng) ( 


/J- 4 -/ 

\ l \ = — f idA'{ It) dll — f iil^i {ill ) 

=-E -2 


K 






7/.. Vi 

+ ^-1 
(7i 


Le plan tangent au point (u, iii) seia represent^ (n° 229) pai 
r Equation 

(20) X H- A — — tY) 4- H- zzi) Z + ^ = o, 

et le calcul de S donnera [n° 229, formule (18)] 

p -h\ 


^ a) V 


ZZl 


p-hl 


• X 


(21) 


ZZi 


I u 

I ^y?j + Xi_^ n^ + Xi_^ /?l4-Xi 

L <7i gi- 

ll est a remarqiier que Ton pourrait reduire a des poljnomes les 
series qui constituent les seconds membres des fortnules (19) 
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et( 2 i) en y suppnmanL tons les lermes de clegre positif, qin s’an- 
nulent et sent negligeables lorsque u et ii\ devienneiil iiifininient 
petits 

242 Les foimnles precMentes etanL eLablies, supposons d’aboid 
qu’aucune des den's: courbes (F), (F,) ae soU Laiigente an plan de 
Finfini On auia alors 

2>~>I, 2> — >I 

Lorsque ii et w, lendiont veis zeio, Z el X -t- iX auront zero pour 
limile Quant a X — lY, conune il presenLe plusieuis lermes in- 
finis, les tins contenanL les auties conLenant z/,, il pouira 
prendie touLes les valciirs possibles Eii egalanl, en eftet, la valeui 
de X — iY a une consLante qiielconqne, on obtient line equation 
qui admel de^ solutions pour lesquelles a et sont aus&i peLits 
qu’on le vent, car, si Fon jregaide et zzj comnie les cooidonnees 
rectangiilaires d’un point, ceLLe equation de condition lepiesente 
Line combe qui passe a Forigine des cooidonnees 

Amsi, dans le cas qui nous occiipe, les points de la suiface mi- 
nima qui proviennenL des points de (F) et de (FQ infinunent rap- 
proelies de m ont pour lieu geonietiiqiie la dioite 

Z = 0, \ -H A'' = o, 

qui est tout entitle a distance finie L’equation ( 20 ) du plan tan- 
gent se leduit a la suivante 

X H- z Y = 0 

On voit qu’il est le meme poui tons les points de la droite (') 


(‘) Si Ton resLitue aux couibes (T), (TJ leur position la pkis genciale en leui 
imprimant des tianslations convenables, les r^sultats obtenus dans le tevte 
donnent le tbdoieme suivant, que Ton poiiiiait cLablii pai la Geom^iiie 

Si les deux courbes (T), (T,) ont en comniun uii point m du cei cle de Vin 
fini et SI aucwie d’elles n!est tangente a ce cerclej les points de la surface qui 
proviennent des poitions des deux courbes injiniment voisines de ni fonnent 
line droite situee dans le plan des Umgentes eii rn aux deux combes et a 
egale distance de Vune et de Vautre Le plan tangent en un point quelconque 
de cette droite est fixe, il contient a la fois la droite et la tangente en ni au 
cetcle de Vinfini 
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Supposoiis mamtenaat que rune des courbcs (T), (T,} soil 
tangeute en m au ceicle de I’lnrini, c’est-a-dire que Tune au inoins 

des fractious — ; — soil inferieure a Tanite. Dans ce cas, les expres- 
q qi ’ ^ 

sions de Z et de X — iX contiennent, Tune et I’autre, des termes 
de degre negatif, et il arrivera generalement que rune au moms 
de ces deu\ quantiles deviendia infinie quand a et tendiont 
vers zero d’une manieie quelconqiie 

Si uue seule des fi actions ~ est infeiieuie a I’unile, la cooi- 
donnee Z deviendra cei tainement infinie quand ii et tenclront 
vers zero Si, au coutraire, les deux fractions — ? — sont I’une et 

’ q 

Tail tie inferieuies a rumtej X — z Y ne pouria deineurer finie que 
si les Lernies de degte le plus faible en u et sont du meme 
ordie, c’est-a-dire si I’on a appio\imativemeiU 

^-^2 --2 

H- = Oj 

P Pi 

L. — 2 — — O 

q qi 

et, de meme, Z ne poiuia demeuiei finie que si Ton a approxmia- 
tiveinent 

bouy _ 

P Pi ~ 

I I X-L _i 

q qi 

Or ces deux equations ne peuvent etre compatibles que si Ton a 

P ^ Pl^ 

q qi ’ 

et, meme alois, comme elles sont de degres dillerents, 2.q — p et 
q — par rapport a zz, il y aura toiijouis des solutious de Tune 
qui ne conviendront pas a Tautre On pent done affirmer que, 
dans le cas ou Tune au moms des deux couibes minima esL tan- 
genle en /;z au ceicle de Tinfini, les points des courbes (F), (FO 
injininient voisms de m ne pouri ont donner de point de la siii- 

face d distance finie que si Von ^ et qifils donneronl 

toiijoius des points de la siuface, sUues d Vinfini, Il resLe a 
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indiquer le lieu forme par ces derniers points Or, si I’on se re- 
porte a TeqaaLion ( 20 ) da plan tangent ecrite sous foime homo- 
g^ne 

\"-t\ i \ — o 

on voit que, a et U\ devenant mils, ia section de ce plan par le 
plan de rinfini am a pour equations 

X t \ "= Oj T “ 0 , 

Les points clieiches de la siiiface sont evidemnient dislnbiies 
sur cette droite, qui est la tangente en m an cercle de rmfini 
Recipioquement, chaque point de cette droite peul etie obtenu 
pour des valeuis infimment pelites de a et de car, a chacun 
de ces points, correspond une valeur deter minee du lappoit 

etPon leconnaiLia, en lepdtant le raisonnement donne au 

debut de ce nunn^ro, que ce rapport peat piendre toutes les 
valeuis possibles Amsi 

Toutes les fois que Vune des cow bes {V)^ (F,) est tangente 
en m au cei cle de Vinfini^ tons les pouiU de la siujace situes 
a Vinfini ei pi ovenant des blanches voisines du point m ont 
pom lieu geoinet) ique la tangente en in au ceicle de Vinfini 

En r^unissant les rdsultats precedents nous obtenons, par con- 
sequent, la proposition suivante, qui est celle de M Lie 

Loisque les deux couibes (F), (F,) ont un point coininuii a 
Vinfini, les blanches de ces deux combes voisines de in ne 
pement donnei de point d Vinfini de la suiface que si Vune 
des cow bes est tangente en ni au cei cle de Vinfini, dans ce cas, 
tons les points d Vinfini de la suiface ont poui lieu geome- 
tuque la tangente en in au ceicle de Vinfini 

2i3 Mais la metbode indigude dans les numeros precedenls 
nous permet aussi de resoudre une question nouvelle et, apres avoir 
etudie la section de la surface par le plan de Fmfini, de determiner, 
quand ils existent, les points a distance linie de la surface qui 
peuvent provenir des points a Finfini situes sur les courbes (F), 
(F^) Nous avons vu plus haul que cette circonstance ne pent se 
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presenter qiie si Ton a 

P ^ El 


Siipposons cette condition reniplie, et leprenons ]es formnles 
deja demon trees 

X — lY = f r7( it) dll J ^\( III ) diii^ 

Z = J u ^(u)dii -h I dill, 

qiii donnent 

(22) dZ ~ iid{\— lY) — {ill— ii) 7i( i-i'i) dui 


Pour resoLidre la question pioposee, nous coupeions la surface 
par le plan 


X- tY= a, 


oil cr designe line constante quelconque et nous cliercherons s’ll 
existe, dans ce plan, un point de la surface a distance finie pio- 
venant de valetirs infininient petites de u et de Ui 

Si nous substituons la valeiir c/ deX— lY dans la premiere cles 
formnles (ig), nous aurons ime relation entie zi et «| qui nous 
doiineia pour a un certain nombre de cleveloppemenls en sene 
suivant les puissances positives de de\eloppements dont les 
coefficients poiuront contenir a, a partn d\m certain rang II 
faiidra que Pune au moms de ces valeius de Uj portee daiii les ex- 
pressions de Z et de X+^Y, donne des de\ eloppements de ces 
quantiles demeuiant finis pour = 0 et ne contenant, par 
consequent, aiicune puissance negative de Si Pon se reporte 
cl la formule (22) et si Ton y fait 

X — iY=a, f/(X-zY)=o, 

on en deduira 

dZ ^ 

Jl( Ml) 

Tous les termes de Z etant, par hjpolhese, de degre positif, ^ 
ne contiendia que des termes de degr^ supeneur a — i et, si Pon 

remarque que le degr^ de est ^ — 3 , on est conduit a 

Pinegalit <5 

degre («— Ui) ^ — 3 > — i, 

5^1 



qui donne 
(23) 
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iL — = 0 ^71^ 


6 ^tant une foncLion de U\ qai s’annule pour = o 

Portons la valeur de a tiree de Teqaation j^recedenLe dans les 
expressions de Z et de X -h i Y. On a 


a '7 


= 

= 'I Vi 


Vi-+-0ii( 1 


•Oii( '7' 

■O'h' 


') = ih'i ■ 


I 

■o'ui 


S' Giant, comme 0, ime fonction qui s’anniile pour = o On voit 
done que, dans tons les termes dc Fexpiession (ig) de Zcontenant 
Uj on poiirra leniplacei ii par ii,, ca neghgeant seulcment des 
quantiLoi qiii s’annulent pour = o eL peuvent etre suppnmees 
On auia ainsi la vale in appiocliee 

Z— f i) rJiUl)] dUl, 


et un laisonnemcnL analogue donneia de nieme 

Pour quo Z lesLe fiiiie, il faudia que Lous les termes de degie 
negaLif en ii^ se d^Lriusenl; luutucIlemenL Si done on pose 

<I> el <I>| contenanL Lous les termes de degre infeiieur a — 2, il 
faudra que Ton aU 

Telle CbL la condition clierchee On reconnaiLra aisement qu’elle 
est suffisanLe et que la somme Xh-zY dememe aiissi lime En 
reunibsant les resuUats precedents, on obtient la pioposjtion 
sill van te 


Poiu que les points d Lhnfini des deux combes (P), (P^ 
doiiiient des points de la siu face sitiies d distance finie, il faiit 
et il siijfii que les tei mes de degre infei leiu d — 2 dans les 
D - J. 25 
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fonctions {it), soienl deux d deux cgaux et de signes 

contT Clues Si cette condiUoii e^t remplie, les points d distance 
finie cjiii pi Qoiennenl des deux bi cinches infinie^ conudeieesde 
(^r), {Y dj SCI out clisti ihues siu une ch oiLe passant pen le point 
dll cci cie de V infini cjia est coinmun d ces deux hi cinches 

Pour terminer I’etLicle de ceLlc question, il faadiait reclieicher 
Toidre de multiplicite des difTeientes dioites de la surface siiuees 
soit aPinfim, soit a distance finie, qui proviennenL des branches 
infinies de (T ) et de (P,) Mats il suffira, pour obtenir ces ordres 
dc multiplicite, d’appliqiier les methodes connues 

II nous reste a due qiielques mots des points multiples el 
des lignes multiples des surfaces inimma 

La surface minima la plus generale, a\anl cte defime pai 
]\I Lie comme lieu geometiique du milieu d’un segment donl lea 
evtremites deenvent les courbes (P), (Pi'), a, generalcment, une 
jigne donlile, lieu des points qui sont les milieu\ de deux segments, 
et des points triples, situes sui cette ligne double, qui sont les 
milieux de trois segments differents Sans nous arreler a Petude 
des singularites de ce genre, qui sont en quelque soite normales, 
nous dirons qiiekpies mots des surfaces minima qui admettent des 
points coniques 

Pour que la siuface minima ait iin point conique O, il faut et il 
suffit que ce point O soitle milieu d’une infinite de segments; c’esl- 
ti-diie que les deux combes (P), (P,) soieiit symetnques Pune de 
Pautre par rapport au point 0 Cette pioposition montie imine- 
diateinent comment on engendrera les sui faces ininiina a point 
conique II suffiia de prendre poui la courbe(r<) la symetuque 
de (P) par rappoit a un point deteimine Cln laisonnement gdome- 
tiique lies simple permet d’ailleursde leconnaitre que le cone des 
langentes au point multiple est exclusivement lorme des droites 
qui vont rencontrer le cercle de Piiifmi (‘) 


(0 au sujet des points coniques, I’cirLicle cite de M Geisci (Mathe- 

maitsche Annalen, t III) II peuL arri\er exccptionncllement, si la couibe (r)a 
des points doubles, que le point conique sou sui la ligne double de la suiface, 
alors, au c6ne indiqu^ dans le Lexte viennent s’ajouter un ou plusieuis plans 
tangents 
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La ibeorie cles snifaces mmiiiia a point coniqne se laLlaclxe 
inimecliatement a celle des surfaces doubles Nous avons vu an 
11 ° 210 comment on passe d’une surface nnniaia a son adjointe 
Le^j lesiiltats anal^tiques deja signales pen vent s’mteipreter 
coinme il suit 

Eiant donnee une suiface nifnimaj lieu des milieux des seg- 
ments doiit les exLremite^ dappiiient su? les deux combes (F), 
(F,), soient (F'), (F'^) les homoLheticjues de (F'), (T^ 1 especti- 
oenientj pi ises peu 1 appoi t an meme pole 0, avec des 1 appoi Is 
ddiomotheiie i espectivement egaux a i et d — i La surface 
adjointe est le lieu des milieux des segments dont les extie- 
mites deci went les courbes (FO; (F'J 

Par suite, si les deiix combes (F), (F,) sont syinctiiques I’une 
de I’aulie par I’apport an point 0, les courbes (F'j, (F') seiont 
ulciitiques et vice vei sa On est ainsi conduit au theoieine suivant 

Pom ohlenii toiites les sm faces d point coniquej ilsiiffiia 
de pi endi e les adjointes des sm faces doubles 

On voiL ainsi qii’ily a des sui faces leelles a point conique et Ton 
salt comment on les obtiendia Le lectem deduira facilement de 
ce qui pi6ccde la consLtucLion suivante 

Pom obtenii V adjointe de la sm face double lieu des milieux 
des cordes dhine combe minima (D), on menei a pai le point 
fixe 0 des pai alleles d ces cordes, d'une longiiem egale d la 
longiiem de la coi de multipliee pai i Les ecUenutes de ces 
pai alleles deem out la sm face cheichee, cjiii am a le point 0 
pom point coiiicjiie 
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CHAPITRE VIIL 

LES rOTlHELES DE M SCHWAUZ 

DlLci minalion clc la suilaie minima langenie h une cleveloppable donnce suivanl 
line cuLiibe clonnde — AppIicaLion a ce probltmc cles icsultats geneiau\ que la 
Llieoi le ties equations au\ clLll^Les paiuclles doit a Cauchy — Formules de 
iM Schwdiz — Leur demoubti ation pai iM Lie — Suifaces minima passant 
par imc droite iLcile, la dioite csL loujoiiis un axe de bynicLiie de la surface — 
Surface miruma iLglee, deteinunation nomelle de ccLLe surface — Suiface mi- 
iiima passant pai une couibe plane — Gas on ceLLc combe doit 6Lic une Iigne 
de cnuibuir on une Iigne gLudesiqiie — Them erne de AIM Henncbejg et Lie 
— Surlacc iniinnia adinettanL une conique puiii lignc gcoclesique 


213 Dans les Chapities piececlents, nous avoiis devcloppe les 
propiieLes les pins simples cles suifaces minima II nous reste a 
jDdic[ner comment on pent determiner une surface minima satis- 
faisant a des conditions doiinees Nous e\aminerons en pieniici 
lieu le piobleme suivaiit Beief nunei lasiu face minima passant 
pen un contOLU quelconque donne et adniettant en chaqae 
point de ce contoiu un plan tangent donne 

Nous feions conuaitre d’aboid ce que nous apprennenl, siir la 
solution dece probleme, les piopositions geiierales relatives a Pin- 
tegration paries senes des Equations aiiT d^rivees pailielJes Ces 
propositions, que Ton doiL a Cauchy ('), peuvent etie appliquees 
a Tequatiun auK deiivees paitielles 

(14- 4- (i 4-^2^^ = O, 

qui caracterise les surfaces minima Elies permettent de de^ 


(‘) Les reclierches de Caurliy sur ce sujeL sont expos^es dans diffeientea Notes 
nisuces cn aux tomes XIV tl XV des Comptes rendus On pourta cousuller 
aussi un travail beautoup plus recent, pubh^ en 1875 par de Ko^vale\^ ski 
bfjus le Litre Tkeorie dei partiellen Diffeientialgleichungeii Journal de 
Cielle, t LXXX, p i) 
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montier qu’il ex:iste, en gcncial, ime de ccs siirfaceSj et une 
seiile, passaiiL pai une couibe clonnee el admetLanl, en cliaqne 
point de celle combe, im plan tangent donne qm passeia ne- 
cessairement pai la tangente ala courbe , ce probleme n’est im- 
possd:)le ou indetermmc qne dans le cas ou la courbe est 
line caracleiistique de Teqnation aux dchnvees pai tidies, c"esl- 
a-dire une coiirbc minima Mais la soliilion que Ton obtient 
ainsi, en smvant les mctliodcs de Cauchy, exige que les coor- 
donnees d’lm point de la combe, ainsi qiie les ^alenrs de p et 
de q en ce point, pui^scnt elie deNcloppees en senes entieies oi- 
donnecs smvant les puissances crmi paiametie et pmssenl, par con- 
sequent, elie determinees anssi bien pour les valems imagmaiies 
que pom les valeurs leelles de ce paiametie Rile ce^seiait d’etre 
applicable si le contour se composait do poi lions tie didcrentes 
combes analytiqncs, ou si la loi de variation des plans tangents 
s’exprimaiL par dcs foncLions ddleientcs en difleientes parties de 
la couibe Remaiqiions enfin fjue ]’e\isirnce sciile de la solution 
csL demontrcc, pmsqu’on nc connait pas la loi des senes an moyen 
desquelles I’lntegrale est oblcniie 

II est facile de prevoii que, loisqu'on am a obtenu, pai un 
moyen qiielconque, I’lntegiale generale de I’eqiiation au\ derivees 
pai tidies, la solution du piobleme pose pai Caiicby deviendra re- 
laLivemcnt facile, puisqu’eUe e\igcra seuleinciit la deteiminalion 
des deux fonctions arbitraires d’une senle vaiiable conteniies dans 
I’lntegrale gcn^iale 

Comme nous Tavoiis deja indique, le probleme qm consisLe a 
dderminer ia surface minima passant pai un contour donne et y 
admetlant en chaque point un plan tangent donne a ete resolu 
pour la premieie fois par Bj oiling et M 0 Bonnet Les metliodes 
siuvies pai ccs deux gdometies exigent seulement remploi des qua- 
dratures Nous aliens fane connaitie ici celle que Ton doit a 
M ScJl^^alz (') et qm repose sur Temploi des formules de- 
montr^esau n° 2J2. 

246 Nous avons vu que, si ^ z designent les cooidoun^es 


(') Miscellen^ etc j § V, p aq 
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cl’un point quelconqne d’une ‘^uiface minima et X, Y, Z les co- 
smiis chiecLenis de la noimale en ce point; les coordonnees 
^0 du point coriespondant de la siiiface adjouile seront determindes 
par les formules 

(i ) dj ^ = Y dz — Zd\j dy^ =Zdt — X dz^ dz^ = X dj — \ dx^ 

oil les seconds inembies sont tons des difT^rentielles exacles Pai 
suite, SI Ton se repoite au\ expressions ( 1 ), (4) [p 3^2 et 323] 
de j , r, ^ 0 , j) 0 , ^ 0 , on voit qiie Ton aura 

I f L := X I J {Z d") — \ dz') ^ 


(2} 

) - n L, =- 1 J \ \dz — Z dr) = 


1 z — 1 = z i j [ \ dx. — \ ) ~ 2 G ( ^ ), 

et de meme 



j ? H- ; j- „ =r r — i / {’^d} — \ dz) — 2 A 1 ( T b 

( 3 ; 

1 ^ -r- n u - r — lJ {\ dz —Zda ) — <1 (t ), 


z 1 z^ = z 1 j [ \ di — \ dr) — 2 Cl ( T ) 


Soit (L) le contour donne, qiiand onse deplace sur cc contour, 

, X, y, Z deviennent des fonctions d’line ceitame vaiiable ') 
et les foi mules precedentes, ou les integiales de diflercntielles 
totales sont reinplacees par des int^giales a une seule diirerenlielle 
cCk, donnent les fonctions d’line seule vaiiable A, B, C, A,, B,, 
C ,5 expnmees an moyen de X Soient XQ.), 

().), C| (a) les expressions ainsi obtenues Si le contour (L) est 
reel et si les valeurs de j', X, Y, Z sont lournies pai des re- 
lations nunieiicjnes ou des lois physiques qiii ne permettcnt pas 
de detei miner ces variables pour des valeuis imagmaiies de les 
fonctions nl,, ii‘,, 0, ol,,, seront iiicompletemeiiL connues 

et les formules relatives a la suiface 

^ r' ~ A) -r- 

f d = 0() ) -I- 01 (Xi), 

permcttront de d^teiniiner seulementles points qui correspondent 
a des valeuis reellcs de \ et de ) | JMais, si le contour (L) est une 
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courbe analytique, reelle ou imagmaire, et si les foncLions X, Y, 
Z, qui doivent clejd saLisfaire au\ deux eqiialions 

I Xch -h\ Jy-fZch = o, 

sonL aiissi des foacLions analyUques de A, c’est-a-diie si sc, j j 
X, Yj Z ont line signification deteiminee aussi bien pour les 
valeuis miaginaires quc pour les valeius icelles del, il en seia de 
meme evidemment des foncLions .'b, ilii, 3, nt,, 8, qiu deviont 
etre regaidocs coinnie conipletenienL connues et foiirniront la de- 
tex'ini nation complete des deux combes minima dont la tians- 
lation eugendre la suiface En remplacant ces foncLions par leiiis 
valeurs dans les formulcs precedentes, on aura pour les cooi- 
donnees z' d’un point quelconque de la suiface les valems 

suivantes 

7 1 — I— /"•) ^ r \ 1 y 1 

r — — ^ 7 / 

r t - 

(\(h - YcU ), 

:ci,j I, 3 i designant les valcuis de sc, j , z poui a = 1| et jtj, j j, 
les valeurs des memes vaiiables pourl = )2 0*^ pouira donner 
all et a 11 des valeurs imaginaires quelconqiies , en sorte que les 
points obtenus dependront, comine cela doit etre, de qiiatie paia- 
ineLies leels 

Si le contoui (L) est reel et si Ton dc^gne par 1^ la valeur de 1 
correspondante aim point icel deteiiniiie dii contoui, on pouira 
prendre 
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el la partie reelle de la surface seia definiepar les equations 


f 2 :' = sI(2A-) = s\ 

X -h 1 j" {Z dy — 'i 


; +« f'(Xdz~Zdu)^ 

I -' = ) = dl 

^z^if(Yd.-S.dy)^ 


ou Ton devra donner a A line valeui imaginaue quclconqiie 

II rcsulte evidemment de la meihode precedeuLe qiie la surface 
Jefinie paries equations (6) ou (8) est la seule qni piiissc satis- 
faire a ton Les les conditions posees et il reste seulement a demon- 
tier qu’elle satisfait effectisernent a ces conditions Or, si Ton le- 
niarque qiie, d’apresleur definition meme, les fonctions A). 5 

, . veil fient les relations 

= 0, X dX -h Y ^ Zd3 = 0, 

dw]yl-^d2l = 0 , X riXi -f- Y rMi + Z dB^ = o, 

on reconnaitia aisement que la suiface obtenue esl une surface 
minima, 9^ qu’elle passe pai le contour fL) et y admet en cliaqne 
point le plan tangent donne , elle fouinit done bien la solution 
unique du probleme propose 

En resume, la methode de M Schwarz repose sur les deii\ 
propositions suivantes 

Une siuface minima esl pleinement detenninee quand on 
doniie line cow be analj tique ti acee sin cetie siuface et la 
cow be C01 respondante ti acee sui la siu face adjouiie 

Lo 7 sqii!oii connalt siu une siujace minima une cow be (L) 
et les plans tangents en cliaque point de cette cow be, la coitrbe 
correspondante de la siuface adjointe pent etie deteiininee 
pai de simples quadiatiues 

247 . Dans son Mem one sur les suxfaces minima (^), M Lie a 
donne pour les formules de M Schwarz une demonstration nouvelle 


(0 Maihematische Annalen, t XV, p 467 
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([ue nons aliens faire connatLie, parce qu’elle pent etre generalisee 
et appliqiiee a d’auLies questions analogues 

Reprenons les equations d’uiie suiface minima sous la forme 
generale 

ip' = A(lt) -H Ai (t), jl'" = l^ ( 0 1^1 (" jj = C(/) -H Gi(t), 

oil les foncLions A, B, C, A|, B,, Cj satisfont aux relations 

( 9 ) ^ cm^- ^ ^ o, 

(to) d\ \ -4“ ^/B ^ ~ 0 

Poul que la surface conLieiine la courbe donnee (L), ilfaudiJi 
quCj cc^jyZ designant les cooidonnccs d’un point quelconque de 
cette coiubc qui sont des fonctions connues d’un parametre on 
pnisse d^terminei pour / ct t des fouctions de X salisfaisant aux 
trois equations 

frj) t = A-t-Ai, j) =B-hBi, ^ = C-+-Cj 

D’aulre pait, si X, Y, Z designent les cosinus diiecleurs de la 
aormale a la surface au point consideie , z) de la coiube (^L), 
il faudra e\piimei que Ic plan tangent conticnt les tangentes aux 
deux combes minima de la suiface qui passent par ce point, ce 
C|ui donneia les deux equations 

(12) X dK -4- Y c/B 4- Z d(\ = o, 

f i3 ) X ^/A 1 4- Y r/Di 4- Z r/Gi = 0, 

qui, jointes aux pi^c^dontes, expnmeiit toiites les conditions dii 
probleme Diffeientions les equations (ii) en supposant que Ton 
se deplace sur la com be (L), on am a 

/ djD d’/A -4 t/A i j 

(i4) I dy =. d\^ dBi^ 

( dz = di^ 4~ dKjii 

En vertn de ces relations et de Tequation dvidente 
X dx -i- Y dy 4- Z = 0, 

qui expiime que le plan tangent contient la tangente a la courbe 
(L), et qui doit etie N^riG^e par les valeurs donnees de X, Z, 
les deux Equations (12) et(i 3 ) se rameneront Tune a I’autre, et 
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il resLera seulemenL six equations disLinctes (9), (10), (12) eL fi 4 ') 
qiu peimettront en geneial de detei miner les diffoientielles 
clK 

Deduisons en effet des equations (i 4 ) les ^aleurs de 
rfCj et portons-les dans la relation (lo), nous anrons 


(1 j ) 


dj. cL\ -H dy dz ^ZC = 


.rZs2 


s desigaant Faic de (L) Cette equation, joiate aux deux lelations 
[q) et ^12 doiit Tune est du second degre, va nous donner les va- 
leurs de r/A, d/B, dC 

A cet effet, pienons coniine luconnuc auxiliaire (*) le deLei- 
mmant 

X Y Z I 

A = dr d} dz I, 

dX dB dL 1 


SI on I’eleve au carre, en efTectnant la iniiltiplieatioa des ligncs 
entie elles et tenant compte des relations precedenles, on troavera 


On a done 


A- = 


I o o 


0 ds- 

0 


cL^- 

1 

o 


ds'' 

T‘ 


^ A =: ( \ f/c — Z d) ) d\. 

i —\ih)fm-+.(Xdr — Ydc)iH.=±—- 

1 

et 1 on est ainsi raniene au steine des tiois equations (1 1, (to) 
et (16) qui sont toutes du piemier degre Le determinant de 
ces equation:! etant egal a ds-^ elles pouiront toujours etre le- 
solues lant qiie le contour (L), reel 011 imaginaiie, ne sera pas 


(’) loules ks foia que Toa doiL lesoiidre un sysLcme cl’equations al£(ebriqiK '» 
donl 1.1 iL- 5 i»Iiihua pcut sc rdmenei a cclle d'une equation clu second degie a um' 
inrupnue, il > a a\dntage a piendre comme incotinue aiiMlidire Ic deLei niinanL 
fiinctionnel des ttiudlions par rappoit aux mconniieSj cai ce ddteiminant, s’an- 
nuldnt dans Ic cas ou les deux s^^iternes de solutions se leduisent ^ iin seul, nc 
peut queue la ^alLu^du ladical qui doit figure! dans les furmuless clefini'- 

H^es cl, par consequent, son cant se calculeia rationnellement 
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line combe minima On obLient auisi par un calcul facile les 
vaieais siiivaiues de dX, c/B, dC 

1 d\ = -Zd)), 

(17) I dn = ^^ ±'-(Zdr-\d=), 

I dC = dz^(Xdj' -Y di), 

d’ou Ton dcduil, a Taide des foiinules (i4)i 

I zp -J^dz - Zrfj ), 

(18) ' dn^^^^ zp’-{Zd> -\dz), 

I dC^=^ =F ^ dr - Y du.), 

les signes se coircspondauL dans Ics dea\ sysLemes Prenons, jiai 
exemple, les signes infcrieurs cl siipposoiis clTcctiiees les qiia- 
dralures qui donnenL les expressions de A, B, C, A,, B,, C| en 
foncLion de On peul Loujoiirs delerminei les cons tan Les qm 
entrent dans ces quadratiires dc manii^ic a satisfaire anx equations 
{i i)j cL I’on retrouve ainsi les foLinnlcs de M Scliwaiz 


248 La metliode pidcedeiUe pent etie gdneialisee, elle s’ap- 
phqiieiaiL, pai cxcmplc, aux snifaccs engendiees pai la translation 
de dcu\ combes dontPLine salisfeiail a Peqnation dilTerentielle 


f 


di d] \ 

dz) ~ 


el PauLre a unc equation de inemc forme 



Elle offre surLout Tavanlage de bien mettie en evidence les cas 
d’ exception, ils correspondent, nous allons le voir, a ceux qui 
soniindiques pai les theories gi^nerales de Cauchy 

Nos laisonnements supposent en effuL que les trois equations 
(12), (id) et (16) determinent c/A, r/B, r/C, cc qiii n’aura pas lieu 
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SI leur delermmant est mil, c’est-a-clire si la courlie (L) est une 
couiLe mimma Dans ce cas parliciiliei, la melliodc tonibe en 
defaut, mais les lesiiltats acquis nous permeLLenL une discussion 
dii'ecle el elemeniaire II faut, pour que le problenie soit possible, 
que la developpable formee par les plans tangents en tons les 
points de (L) soit un cone ayant son somniet sur le ceicle de 
rmfini (n° 233) Si cette condition n’est pas leinphe, le probleme 
sera impossible, si elle Test, le piobleme sera indetermine, car on 
connaitia I’line des combes minima dont la translation pent en- 
genJier la suiface ce seia ici la conrbe (L), mais la seconde 
combe minima sera assujettie a I’linique condition dc conper la 
courbe (L), d’admettie an point commun une tangciite doiinee cl 
poiiiia, d’aillciiis, elie tiacee aibitiaiicment La solution du pro- 
bleme contiendia done encoie une fonction aibitraire, coinme le 
montierait aussi la discussion des equations (9), (to), (i i) et (12), 
dans ce cas special 

Les raisonnemenls supposent aussi que X, Y, Z sent les cosinus 
diiecteius de la normale en un point de la courbe (L) et saLisfonL 
a r equation 

X2 + Y=+Z^=i 

Si la developpable foimee par les plans tangents cn tons les 
points de la courbe est cnconscrite an cercle de rinfim, les for- 
miiles n’ont aiicun sens Mais on oblient encoie une solution du 
piobleme pose, lournie par la developpable elle-meine qui doit 
^tre consideiee (note du n° 187) comme une vci liable surface 
minima Cette solution est la seiile que I’on puisse obtemr dans 
le cas oil (L) n’est pas une couibe minima, mais, si Ton a a la fois 

ds^^=(), X"--i-Y2h-Z2=:o, 

1 indeteiminatioii lepaiail et Ton obtient encore une infinite de 
surfaces minima (') Cette discussion ne piesente aucune diffi- 


( q L iiUeipiLtation gLOinetrique et la cliscnasioii clu deinier cas que nous venons 
de signalet concluiijent a une prop] icLc generale des suifaces uiininia que nous 
nous conLenterons denoncer 

J&tant donnee une surface minima qiielconque^ lieu des milieux des cl? oite^ 
dont les extiemites s^appinent sm les deux courhes minima (T), (F, ), la 
courbe de contact (C) de la deoelojjpable cuconsaUe a cette surface et aa 
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culte, mais elle offre de rinteiet au poini de vue de la tlieorie ge- 
neiale des Equations aiiK derivees partielles 

249 Les foi mules de M Schwarz coadiiisent a iin grand nombre 
de piopositioiis inLeicssanLes que nous allons faire connaiUe suc- 
cessive men t 

Cherclions d’abord les surfaces minima contenanL une dioite 
reellc donnee el admeUanL aux differcnis points de cette droite 
des plans tangents donnes Si Ton prend la dioite pour axe des 
les lormules (6) deviendront ici 


x' — 

i 

f '\dz - 

- ('\dz. 


2, 

f 

0 

X J. 



■^0 

y=~ 

L 

2 , 

f Xdz-h 
■'0 

“ -'0 



1 





J 

2 



X et Y satisfaisant a la relation 

20 ) \2-t-Y2=l 

On voiL immediatemenl que, si Ton echange et z' ne 
change pas, et y changent de sjgne sans cliangei de valeur 
Done . 

Toute droite 1 eelle Li acee siu am siuface minima est neces- 
sail ement un axe de symeti le de cette sat face 

Cette proposition dlegantc, due a IM Schwai'z, conduit a une 


ceicle de Vinfun est aiissi Veuete de 1 ehi oussGDient de cette developpdble , on 
Vobtient eii pienant le milieu de tons les segments qui leunissent les points M, 
M, des coiubes (T), {^^) ou les tangentes a ces coiubes sont pcucdltLes Tons 
les points de (C) sont des ombilics, cette Ligne est une atUe de i ebi oussement 
de la siu face minima, elle satis/ait a la definition des ligiies as} mptotiqiies 
U aussL a celle des lignes de cow blue 
Les deux combes minima dont la tianslation engendi e la siu face neccssent 
pas, dans Lew mouoement, d’etie tangentes a la combe (C), en soi tc que Von 
pounait dcfinif la suiface minima comme engendi ee pai la tianslation 
d’line courbe minima (K) qici, dans son mouoementj est assujcttie a demew ei 
tangente a une autre cow be minima (G) 
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cleniOBstiatioii Ires simple du tlieoreme de M Catalan La SBiiU 
Sill face mininia 1 eelle 1 eglee est la sinface cle vis a filet carve 
ConsideiODS eneffeL, 51 elle exisLe, la suiface minima engendiei 
par le moiiveinent d’line dioite 1 eelle el soient (<r/, ), i^df) deir 
positions de cette droiLe La droite symeLiique de {df) pa 

lappoit a (r/2), appartienl encore, d’apres la proposition prece 
dente, a la suiface En prenanL de ineme la syinelnquc de (rfo 
pai lapport a etrepctant iiidermunent cette operation, 01 

obtiefidia une sene dc droites 

{ch\ (r/,), 

qiii seront tontes sur la surface et qui appaitiennent evidemnien 
a tout helicoicle gauche a plan directeur qiii contient les deu: 
premieres (r/) et [df) Si nous consideions, en paiticuliei, le plm 
simple de ces lielicoides, celui pour lequel il faut faire moms d ui 
demi-tonr sur la surface pour passer de (cZ,) a (^df), on voiL qu 1 
contiendia iin nombre illiinite de dioites dqindislantes de la sur 
lace minima Si les deiiv droites (c/|) et {^df) se lapproclicnL su. 
la suiface, les droites communes a riielicoidc el a la surface s( 
rapprochenl indefmiment la surface doit done coincidei avee L 
position lunite de riielicoide, ce qiii dcmontie le tlieoreme di 
M Catalan 

Nous aliens exposer encoie la d^inonbtration que M Schwarz i 
donnee du meme theoieine; paice qu’elle lepose siu une idee inge 
nieuse et feconde Lorsqu’une suiface reglee contienl une dioite 
les plans tangents en tons les points de cette droitc ne saiiraien 
etre clioisis aibitiaiiement et sont assujettis a la loi decouverl< 
par M Cliasles Si Ton prend la droite comme axe des - et si Tor 
clioisit convenableinent Ics autres axes coordonnes, les plan; 
tangents de la surface doivent (Hre les memes que ceux du para 
boloide defini par reqiialion 



oil a designe une constante De la lesiiltent, pour les cosinus di 
recteurs de la normale en chaque point, les deteiminations 


\ = 


Y = 


— a 
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et, SI Toil porle ces valeuis clans les formnles (ig), on obliendia 
la sill face cliercliee 

Eh faisant, pour la commocliLe des calculi, 


ce qui donne 


on Lr Olive 


LOS t 


: = CLi sin t. 


\ = L tang^, Y = 




/ j'= — (cos/i — 003^2)’ 


et, par suite, 


z' = ~ (sin sm /i) 


CL = -t aic la 


«s{h 


CeLte ecpiaLion definiL bien la siiiface de vis a filet caire 


230 Les foimnlcs (19) nc contiennenl en definitive que deux 
qiiadiatiires dislincLes 

et f on a 

da.^--hdr^-=^, 

I 

j sera done Taic de la courbe di^crile par im point dont les coor- 

donnees seraient x el ) Cela nous conduit a la proposition sui- 
vante Prenons, dans le plan des , line courbe quelconque (y) 
La surface minima la plus g^nerale passant pai I’axe des ^ sera 
deterimnee par les formnles 

(^0 I y = 

, ^2, designant les coordonn^es de deux points difTerents 
de la courbe, et 5. (^tant les arcs de cette courbe compt^s apaitir 
d’lme oiigine fixe et terinines en ces deux points L’lnterpretation 
g^ometrique des formnles est d’ailleurs ^vidente. Soieiit M et N 
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les deux points de la combe , par l^ojigine des cordonnees on 
menei a une droite pai allele a MN et egale d ^MN, on eleoei tt 
a Vexliemite de cette dioite une perpendiciilaire egale d let 
SQjnme des aics de la com be tci mines en M N, le sominet de 
cette pei pendiculaii e cleci ua la siu face minima. 

On pent donner encore TmterpretaLion siuvanle Les denx 
combes minima di^finies pai les equaLions 

( 22 } /==: ly^ = 

(23} X — IX, ly^ y = S 

sont celles douL la translation pent engendrer la suilacc el ellcs 
i)Ont placees sjmetnquoment pai lapporl a I’axe des 

Pour que la surface soil algebnqiie, jl faudra que les deux 
courbes pieceJentcs soieat algebiiques, c’est-a'dire que j'' et a: 
aoient dcb fonctions algebrjques de^ £n d’autres lennes, la courbe 
de\ra etre la developpee d’une courbe algebrique, cl’ailleui'S 
quelconque 


2rjl Une autie application inteiessantc des formules dc 
M. Schwarz pent etre faite au cas oii la combe (L) pai laquello 
doit passer la surface est plane Supposons, pour plus de nettetc, 
que le plan de cette couibe soit reel et clioisissons~le pour plan 
des xy, les formules generales (6) nous donneront ici 







Z dx^ 


dx — X ) 


Iniioduisons I'angle p que fail, ea ua point de (L), le plan 
tangent a la siiiface avec le plan des xy, on aura 


I ) 


X= -gsinp 


fhp 

ds 


V=i;isinp 


Z = cosp, 
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s eianl I’aic de la coiirhe, et les fornuiles ( ^4 ^ pieofliont la foinie 


(36) 


a' — ^ ^ ' 

/ 

i 

I fi^ p d\ 

^ 2 




* i 

cos p d i 


- = 7 /" ■'‘"P' 


Si I’oa \eiu quo la li»ae (L) <=^011 ane ligne de courbare de la 
surface, Icb nonnale«^ eii lousles points de(L)dcvronL envelopper 
line cles clevcloppues de la courbe ct Tangle (j devra etic constant 
On am a alors 

ri--z)jCns 3 ^ 2 — n^co^iS 

— _i_ , 

2 2 

') I — triCo «;(3 i 1 cos (3 
— “ “ ) 

2 2 . 

i( ?i — Sj) ‘^iii [3 

2 

Les deux combes minima dont la translation engendiela surface 
seront defimes par los cquatioas 

T] dr n'l cos 6 , 1 1 rp ? Ti cos |3 , si n p 

(aS; 7= ^ ^ 

Pour qu’clles soient algebnqiies, il faiidia encoie que (L) soiL 
la d(5vcloppcc d’une couibc algobiique, on a done le llieorenie 
siiix’ant, dll a M Lie 

que la siuface minima admeilant une ligne de cow- 
bill e plane soU algebiique^ il faiU et ilsuffit que ceiie ligne 
plane sou la dh^eloppee dhiae cow he algebiique 

Cette proposition gemSiale expbque pourqaoi les lignes de 
courbure planes de la surface d’Enneper sont des coiirbeb recti- 
fiables (n° 207j 

Si Ton suppose p = la courbe (L) devient une ligne geode- 
sique dc la suiface On retionve done le theoreine suivant 

Pour que la siu face minima admeilant comme ligne geode- 
D - I 26 
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sujiie line com he plane sou algebrique^ il JaiU et ilsuffit qiie 
ceLte ligne soil la dec>eloppee d'ltne coiu be algcbi iqiic^ 

qiii esl clu A M Hennebpi^ eL qui a elc le poiat cle dcpail cles 
travauv de M Lie siii cette par Lie de la iheorie 

Si, dans les foiniules (27), on fail p = - , on Lioiive 


on C5t ainsi condiiiL a la constiucLion sun ante de la surface 
minima 

IMN line coi de de la courbe (L) Id Levons en son milieu 
line pei pendiciclaii e cgalc au pi oduit de i pai la demi-di£ e- 
i ence des ai cs de la cow be lei mines on M ei en N Le sommet de 
retie pei pend iculau e deci it la sin face ininiina qui adniet (L) 
poiti ligne geodesiqiie 

Si Ton echange les poinlis M ct N, le signe dc la pcipendiciilaire 
C5t change, on a done, dans Lous les cas, ce Lheoienie 

Si line sw face miniina admet une com he plane cominr 
ligne geodesiqiie^ le plan de celte combe esl necessau euicnl 
nil plan de 5) metiie de la sm face 

Ces piopiietcs de symeLiie, qiie nous a^ons dcja ronconLiecs a 
jiiopos de la ligne dioiLe, onL lenr \eiiLable origine dans le fait, 
qui esL mis en evidence par les fornuiles de M Scln^arz, inais qin 
lesLilte aussi des Llicoremes de Cauchy, qLi’il e\isLe une settle 
suiface minima tangente a une developpable donnoe en tons Ics 
points d’nnc courbe dounee Car, soiL (M) une suiface minima 
admettant la ligne geodesique plane (L) et coupanL, par suite, a 
angle dioit le plan de cetLc ligne, la suiface (ftL) sMiictuque de 
(AI) pai rappoiL au plan de (L) adineLLia, en tons les points de 
cette couibe, les memes plans tangents que M ct coincideia par 
consequent a\ec die, (M) seia done necessaiiement bMiutiiquc 
par rapport au plan de la couibe (1^) Ce raisonnement, quo Pon 
pouiiait appliquei au cas de la ligne dioite, permet de leconnaitic 
(pie, si (L)a iin centre, ce point sera anssi un centie de la suiface, 
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ol cfiie, SI ceLle courLe a iin axe, le plan normal an plan de (L) et 
passanL pai ceL axe sera iin nouveau plan de s}inelrie de lasuiface 
On pent donner encore la consUucLion snivanLe de lasuiface 
rjui admeL (L) pour ligne geoddsiqiie Sur le cylmdie a^anL (L) 
pom section droite U aeons line coiube minima (y) et prenons ]a 
symetuque (yi) de cette courhe pai I'appoit an plan de (L) La 
sLiiface chercliee sera le lieu des milieux des segments dont les ex- 
tiemitcs deciiventles coiirbcs (y), (y,) 

La surface minima admcLLant comme ligne geodesiqiie une pa- 
rabole a ('U' cUidiLC dans les piemiers Mi^moiics de IM Catalan 
bi Ton pi end les coordonnees d’un point de la parabole sous la 
( 0 1 in c 

! 7 — — u/) sin-cp, 

T 

— 2.pi Sin o, 

la partic leelle de la surface scia dc^finie par les equations 

/ a- = riil ( — ^ sin-G}, 

(3l} I J = -31 (2/)tSllltp), 

Si J’ondonne a cp une valcur reellcj on reconnait que la section 
flc la suiface par le plan des xz est une c^icloide Cette combe, 
^lLuee dans le plan desymetne passant par Taxe do lapaiabole, est 
aussL une ligne gdodesique dela suiface 

La suiface minima admettant comme ligne geodesiqnc une 
ellipse oil line lij'pcrbole est necessairement tianscendante , inais 
elle admet, on le reconnait aisement, une famille de lignes alge- 
biiques Elle a ele consideiec par M Scli\\aiz(’) 

Nous lerminerons ici ces applications des formules de 
M Schwaiz Comme Ta remarque M O Bonnet, la solution du 
[iroblemc etiidie dans cc Cliapitrc peimet de diHeiminer une sm- 
lace mmiina lorsqu’on connait, soil une de ses lignes geoddsiques, 

(') Sliiw vn7, Uebcf chejenigen Minimal flacheii, ^vcIlIlq vonetnei ScJiaai ion 
kcgehi z\\eiteii Giades ein^ekullt den {Join nal de Cielle, L L\\\, 
p[j 3 o«“ 3 i'i, (875) 
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SOIL une de ses hgnes ab^mplotiques, soil une lignc de courLiiie, 
SOIL enGii une de ses ligncs d’ombre on une de ses lignes de pei- 
specLive, cai Louies ccs conditions fonl connaiLre, en meinc Lciiips 
qu’une ligae tracee biir la suifacC; le plan langcnl en cliaque 
point de ceLLe ligne 
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CIIAPITRE IX. 


SURFlCrS MINIM V ALG-LBRIOUHS TNbCUITLS DAWS DNE DEVELOPPACLE 

VLGETITIIQUE. 

Las oil 111 ddvcloppablc csL im cylindic — Lc pioljlLinc n’cst possible quo si la 
hcclion cIroiLe est iccLifiable — SoluLioa analytiqiic clu piol)Iemc pinpose — 
PicmiLie soIiiLioa goomtLi iqiic — ConsLiucLion gLnoialc dcs siiifaccs minima 
algcbiiqiies insciiLes clans nne clcvcloppablc algibiiqiie — Thcoiemcs lelaLiL 
a des cas pai Liciilieis donnoh pai IM Lie — Dcuviliuc soUilioii goomi triquc 
— Guuialion nouvellc dcs biiUaccs minima due a l\r Ribaucoiii — Le pio- 
liLmc se lamLue A la cleLci rniuaLion dune sui face leglce doiU la ligne dc sLuc- 
Lion doiL SiiLislaiie a line coiuIiLion doiinec 


Los rcsuUatb qne nous avons exposes dans le ChapiLre pie- 
ccclent condinsent natnrellemenL d rexamen d’lmc question dont 
]a soliUion olTrirait un giand uiLercL poui' la tlicoiie des sin faces 
mimina algehriques 

A Detc) miner touted les swjaces minima algebi iqucs con- 
tenant Line coin be algebriqiie clonnee, 

ou plub geneialcmciiL 

13 DiHei mincj loates les sin faces minima algcbi iqiies in- 
6CJ ites dans line sin face aJgcbi iqiic donnee 

Aucun dc CCS problimes n'a cncoie etc aboide dans Louie sa 
genevaliLe, mais, dans son second Memone inserc au t XV dcs 
MaihemaUsche Annalen, TM Lie a souinis a une discussion ap- 
ppofoudie le probUme B, dans le cas on la surface algebi iqiie 
donnee est une de^eloppable 11 icsulte de ses belles icchercbes 
que le probleine pent etre compldjLemenL lesolu si celLe develop- 
pablc est nn cone, et aussi dans le cas oii, la developpable etant 
quelconqne, on connait deja unc suiface minima inscule dans 
cetle developpable Nous allons lepiendre ici I’etude de cette 
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quesLion, et nous montieions que Ton pent obtenir la 'solution 
compleLe dii probleme pose pai W. Lie 

2o3 Commenrons par consideier le cas oii la developpalile (A) 
e^t un c\liadre La proposition siuvaDle, due a Bf Ilenneber^, 
peimet de leconnaUre imrnediatemenL que le prolilenio pose n’e^L 
pas Loiijoiirs possible 

LovsqiC ane surface minima esl algebi iqae, la sec Lion cb uUr 
de tout c) liadi e cii consci it d la sin face est la de\ eloppee 
dbuie coiube algcbi ique, 

Soit en ertet (S) lasuiface iniiiinna donnee, la surface adjoinle 
(A]j)seia aiissi algebiujue SIO), et Ton aiua, cnLie Jes pointer 

correspondants [x, ; , et J) o? -^o) deus: siufaces, Ics re- 
lations JiffeieiiLielles 

^ ( dv dc^ -h dy dy^^ -l- dz = o, 

( dx^--^dy^-^ dz^-^ d^^^^dyi-^dzl, 

au'siqLielles d faut jomdre les smvanles (n° 2J2), 

-\ dc -r- Y dy ^Zdz^ o, 

\ z Q -h \ y Lt dZy^=^ 0 , 

c\priniant qu’aux points conespondants des deux sui faces Ic-^ 
plans tangents sont paialleles 

Considerons siir la piemieie surface la courbe dc contact du 
CNluidre cii consent parallele a Taxe des a laqucllc coiics- 
pondra la coiube dc ineme definition sur (S^) On aiua, eii Lous 
les points de celle coiube, 

. Z = o, 

ce qiu donneia 

X dx -h Y dy — o, 

X 0 -4- Y 0 “ 0, 

Oil, en eliiiHuant le rapport — ? 

dr dj (l) dj 0 

Si, entre les equations (i) et (a), Ton eliininc successiveincn t 
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(lj\^ d) 0 el dx^ dy^ on seia conduit aux dcuK lelalious 

(3 j \/c/7“ - 4 - c/) 

( 4 ) \l dx d) ^ — dz^ 

quM seraiL aissc d’ohlenu pai la rrcometrie el qui dcmonlrenl 1(‘ 
ihcoiemc de M llennebeig, car U pieinieic, pai' e\eniple, e\- 
puoic quc I’aic de la bCcUon dioile du c>lindie ciiconbciil a {'!£ ) 
e^L egal a 

\l lesulle e\idominent da llieoieiue de M Hsnnel^eig qu’anc 
suiface minima iiiisciUe dans un c^lindienc p luiia cHre algchiiqiie 
que si la section dioile de ce cslindre est la deseloppco d\ine 
courl)e algebiu[iie Considcions iin cyluulic (C) poiii Icipiel ccLle 
condiLion soil rempbe cl donl la section dioile (S) scia placeo 
dans le plan des , proposons-nous de dcleiminei loutes Us 
siiifaccs mTiiuna algebriques inscuLcs dans cc cybndie 

Designons pai x, y Ics cooidonnces dUin point quelconqiie de 
(^S), le probleme seia rcholu si nous parvenons a deteiminei Ics 
quantiles deja definies j Gq, c en foiiclion de x cl de ) La 
foimulc (3) nous domic d’aboid 


-^0 — ■ 

s designant I’aic de la section dioilc (S), les equations (i) et ( i) 
nous permettent cnsuitc do delepininci dj y ct nous donnenl 

(5) dx,, = —dv'-^, dj ^ = 

G seia done, au signe pies, Taic de la combe dceiilc par le point 
>o)? I’lnteipietation geomeliiquc des foiniulcs conduit sans 
difficultly a la consliuctiou sul^a^te 

On associe^ dans Le plan des xj ^ d la com be [h) line com be 
(Sy), assajettie d UuniqiLC condition d^ el i e la de\'eloppee d'nne 
combe algebi iquCj et don etablit une con espondance enii c 
les deux combes par la condition que les tangentes aiix points 
con espondants M, My soient pjat alleles Si Von eleve en M 
line perpendiciilau e au plan de (S) egale et de stgne conti au e 
d Vaic de ( Sy) tet mine en My, V exti einite de cette peipendn 
ciilau e elect u a sm Le cylindi e (C) la combe de contact de la 
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surface minima atgebi ique la plus genei ale inscrite duns 
ce cylindve Si Von elh^e de ineme en RXq une per pendiculau c 
egale d Vaic de (S) tei mine en M, V extr ernite de ceLfe pei- 
pendiculan e deem a la combe de la siufacc{'Z^) adjoinle a 
\^^)j qiii con espond a la combe de contact de (S) et de (C) 

Nous savoDs d’ailleius (o'* 2i6) comment on pent clcdniie, san^ 
aiiCLine integiation, des expiessions u(iid« 

tions qiii definissent la suiface Le problcme est ainsi coinplc- 
temen t lesoln 

Si Von suppose qiie le cylindie (C) se reduise a line choUe, on 
I'etiouve comme cas paiticuher la consU ucLion, qui a etc donneo 
an 2o0, des suifaces minima assujetUes k contenii une droite 
donnec 

2oi Passons maintenant a IVtade dii prol)Ieme gcncial ct pio- 
posons-nous de determiner toutes Jes siiifaces minima algebiiquc'^ 
inscrites dans une developpable algcbiiqiie donnee ( A) 

Si Ton cent Tequation dii plan sous la lorme 

{u -T- zii)X -h l{iii — ;6)Y h- {uiCi — Jjz -i- J = o, 
on d,pour toute suiface minima, en lertii de reqiiatioii (o) [p 
( () ) i = mix )[J\ a) -r-f I 

D’autie pail, on defmiia la developpable (A) de la maniere la 
j)lus genoiale en supposant qne, pour les plans> tangents de cette 
dc\ eloppahie, z/, ^ soient des fonetions algebriques donnec^i 

d une ^aLlable aii\diaire I, et, poui lesoudie le problcme, il faiidia 
expumer que 1 equation (6) est Aerifiee identiquement quand on 
y 1 emplace u, Wi, ^ par leiiis evpiessions en fonction de t Cette 
equation coiiticnt deuv fonetions arbitraires ^vec 

Iciirs deinfeb J\u), SI Ton se doiinaiL arbiLraiiement 

Tune de ccs deiiv fonetions, I’equation de condition a laquelle on 
est conduit en sulistitiiant pour ^ leurs expressions en 

fonclion de t serai t une veritable Equation differcntielle qin 
n admettrait pas necessairement de solution algebrique, poui 
t cliapper k cette difficulte, nous introduirons la. variable aiixiliaiic 
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Si Toil clideieaLie ceLLe valeur cle A, on auia 


diti dl .. .d^ui .. 


409 


et, en siibsUluant la valciu amsi obtcnuc de la somme 
dans I’equatioa (6), on obuendra la lelalion 

j [S — ^ 

^ ^ 1 , , d- a d\ 


On pent mainlcnanL Jcduiic dcs cVjuaLions (n') ct (8) Ics c\- 
pies-5ion«? dc {u\'), cc qui donne les valeius suivaiites 


( 0 ) 




2 IL 


dui dll 

Vll 7 li 


d^- ii I 


j. du\ dll- , d\ du 

-'177 


0 /l(M 




dii dui , . d-Ui^ 


dt dt 
^ dll dill 


■ " dt \ir- 


(I- 


. dX du[ 


0 debignanl Ic donoininaLenr commnn 


dll dll} 

■ ^‘'dt dF 


dif[ dll- 

^“‘ 177 - 777 ^-^’ + 


d-H dill 

ur^ ~di 


d-ui dii\ 
dt- dt ) 


Prenons pour \ nne Idnction algcl)ri(.[iic c[iielcon([iic do t Si, 
dans la premiere equation (9), on exprimc Ui^ q en foncLion de 
on aura /(;/), si, dans la scconde, on expiime de meine t, q 
en fonclion de U\^ cctle equation donnera /, (z^,) 

Le probl^me est amsi completcment lesolu, pour que la suiface 
soit reelle, il sera ndcessaiie et suflisant que la fonclion le soil, 
s’ll est suppose tontefois que t soit uri parametre dont les valeuis 
leelles donnent les plans tangents idels de la develop pable (A) 

La solution prdeedente serait jllusoiic 'si la fonclion 0 etait 
niille idcntiqiiement * supposons que celle circonstance sepidsente 
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cL cjiic Ton dit 


C-) 


2 u 


da dll} 
cit dl- 


diLx dll- , 


ILll ^ ) 


f d " ii dill 

[~ d 7 ^ In 


da d-U\ ^ 

TTl ~dn 1 


o 


Celle lelcUioii consLitiie luie eqaalion (liflerenLielle clout on 
ublient aiseincnt Tintegrale geaeraie, cjiu esl 

A -T- B I -h <l{iiii\ — i; 1= o, 

A, B, C designaal des consiauLcs CetLe e([ua.tLon ea lermes finis 
expiime cjue le plan Laiigent e^L pai allele a line cliieclion fixe, Li 
de\cloppable (^A) seia done nn cjlinJie, el, en eflel, one dUide 
diiecte noiib a montid cjne, dans ce cas, le pro])ldjne n’ost pas 
toujoiiis possd3lo la suiface iiununa inscuLe ne pent elie alge- 
buc[Lie qiie si ia section dioiLe du e^linclie esl la cleveloppee crune 
combe algebiique 

La melliode qne nous avons suivie s’appliqiie dii resle a ce cas 
paiLiculiei , SI i’on suppose cjiie le c>lindic soil paiallele a Faxe 
de^jq il seia definipai les equations 


Si 1 on prend ici t = on aui a 
el l’ec[ualion a lesoiidie pi end la forme 

6 (zi) -h (i -h zi-) — iiu z= o 


Elle admet poui mtegiale la suivanlc 
id - J (n- id )^ 


il laudia done, pom que A soiL algebuque, qubl eii soil de memo 
de la quadiatiue 


I 


6( Z2) dll 
(I+ZZ2)^’ 


et Bqu retiouve ainsi, par un calcul facile, la condition a la fois 
necessaire et siiflisante cjui resulte du theordme de M. Henneberg 


2oo La solution c[ue nous venons d’exposer esl purenient ana- 
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J3'Lu[Lie,la siiivaoLe oflre ra\anLagede concUiue a iiue consUnchon 
geoineLi ir[Lic simple des surfaces minima algebuques in^ciiLcs dans 
la developpable (A) 

Sou (R) PaicLe de i ebroussement de ccUe developpable uip- 
poitous les points de Tespace, comine nous ravous deja fait (Li\ 1 , 
Cli I), ail Inedie mobile (T) forme par la Langente, la normals 
priQCipale et la binormale a cetLe coiul)e Les piojections siir cc*. 
ti’Ois a\es des deplacemenls lalinimeiU petUs d’lm point, dont le^ 
cooidonuees lelatives a ces axe^j sont X, Y, Z, aiiroiU pom c\- 
prc^jSions ( u' ® 3 ct i } 



Ccla pose, le piobleme sera resolii si Ton truuve deux coiiibc'i 
algebuques (C), (Co), I’une (C) Liacee siu la developpable (A), 
I’autre (Co) situee dans I’espacc, satislaisant aux conditions bui- 
\ante3 les elements coirespondanls des deu\ combes seiont a la 
fois egaux cL pcrpendiculaiies , de plus, M et JMq sont les poinU 
coiiespondants dc ces deux combes, le plan tangent en M a bi 
developpable (A) devia etic pai allele a la Langente en M,, a (Co ) 
En elTet, si Ton consideie la surface minima msciite a (A) sun ant 
la courbe (C), la courbe (C) ama pom conjuguee (Coj sm la siu- 
face adjoiute, et, ccs deux combes (C), [C^) etant algid^iiques, il 
en sera de meme dc la surface minima 
Suient 0 , o les cooidonnees de M par lappoit an tiiedie (T ) 
J} o» cedes dc INJ,, Les projections du deplacement dc iM 
seiont, d’apres les formiilcs lappelecs plus liaiit, 

/ . T j cc ch 

C n ) rta ~i" c/i , 7 o , 

p 

cedes dll deplacement de Mo seront de niLune 

(12) dx^ H- d6 - ds, r/j 0 ~ -T- ds. dz, - ^ d6 

P \ P '^ / 

En evprimant qiie la tangente en Mo est paiallcde au plan de^ 
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xj'f on trouve cetLe premieie concliLion 


03) 


chli — ^ds — o 


Si Ton eciit ensiiiLe que les deux deplacemenls sonL a la fois 
e^aux el perpendiculaireSj on oblient lob deux coiulilions non- 
vt'Iles 


I dv-- rh)- 


ds^- __ ^ 


, , ^ (^ds\- 

d^i) — 1“ ds — " — 




( ch + cL)(d:r,-^ds— (^j -r- 

(jue [’oil laincne facilement anx snivanLes 


ds 


‘ I i) 


I — \^dj ds) = d) ds, 

r,) ds 


z= - = dr^^ ds 
? 


Oil les signes se coirespondent Ilestaise dc voir que los equations 
I eL(i4) pciivent donner les valenrs de /o, -o? funclioii 

dea:o, bon diHeieiiLie Ja seconde des equations (i \ ) apros 

I a\oir ijciiLo sons la forme 

on obtient, cn tenant coinpte de la premiere, la lelalion nomellf' 


( i5) 


r„ 




dcQ 

ds 


qm, jointe a Tequation (i3j et a la seconde equation (Mb nous 
donne les \aleius SLiUcintes de j Tq, x 




I Ib} 


' “7?:’ 

„ _ f dr^^ \ 


Ces formules donnent la solution complete du piobleme pro- 
pose. Si la de\eloppable (A j est alg^biique, il siiffira de prendre 
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pour Xq line fonction algebiique du paiamelie clonl de[)CiKlenl 
algebi iquemeiiL Ics elemenls de la de\eloppable , Ics fonclionh 
ro,j)o, JC el, pai suite, la suiface minima coircspondante sororii 
ogalement algcbiiques 

256 Les loimules qiie nous acqoiis d’obtenir s’lnLcrpreteul 
geometriqucmcnt dc la inanieic suivante 

ConsLiuisous {/ig 19 ) Ic Lucdie(Tj et soil PRQ le plan defmi 
par reqiiatioii 

Fig If) 



Quand le tiicdie (T) se dcplace, ce plan enveloppc line do- 
veloppable (D), si dcsignent les cooidonnees d’un do 

ses points, les projections du deplacemonl de ce point siii les 
trois axes scront, conform(5ment auK ioimules ( 10 ), 

( 17 ) ds(^i — ^^7 dy -h- jds, djz'—^d9 

Par consequent, Pequatjon 

dxQ -h dd ^ = 0 , 

c[Lu definit les points du plan dont le d^placement est peipendicu 
lane a c’est-a-dire parallMe au plan, repi63entera ia gen6ra- 
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tiice cle contact cln plan avcc son envcloppe (D), la clroiic QS 
aiDsi obtenne est evideniment parallele a 0-^ cL I’on cleLcimineia 
son point de conctact S avecraicte dc lelnonssement (S) de fD'), 
en ccij\ant requation 

cl^ — {” ( — — J clb — Oj 

V P '^ / 

parlaqnelle on expiime que le doplacement dc cc point cjsL aLis^i 
peipondiculaue a Oy Lcs deuv forinules prccedcnles noiis con- 
diiiscnl; pourles cooidonnees dii point S, aa\ expressions 


I iB j < 




r,) ch ' " ^0 „ 




La coinparaison de ces resultats avec la piemieic des fonmdes 
iC)) noLi^ donne d’aboid 


D'apies ccla, si Ton poitc siu SQ une longueui 

ST T, 

le plan IIKT, mene pai le ])oint T paialKleiuent an plan des r) , 
am a pour equation 


et, sj nous designons par Zq les cooidonnees d’lin quel- 

Lonqiie de ses points, les projections dii dcplacemcnt de ce ]H)inL 


(h, dZfi ch 


( iO j di” -T- Lhi\ ) , d]" 


))ar suite, rmpiation 


definua 1 arete de contact NN^ du plan avec la developpable qn jI 
( ineloppc, de\eloppable que nous designeions par (Aq) et, si Ton 
joint a la piecedcnte la relation 


dd' L 

ih p 
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ces clcuK forauiles foi), ( 22 ) defiriiroiU le point de contact N de 
NN' avec 1 aiete de lebroussemcnt dc (Ao) 

Le point Mfj ou la droile NN' coupe le plan PRQ a pom cooi- 
donnccb - 0 > decritdonc la conrbe cherclicc (Cq), Landis 

qiie la dioite NN' cngendre la developpable ('A^') Si I’on le- 
inaicpie enfin qne la deiiiicie foimiilc (id) pent se inetlre sous la 
foi me 

r r'; TIMu, 

on s'"ra conduit a la consliuction siiivante 

iitanl donnoe la developpable on constiuiL une coin be 
alg('d>i ique (S) donl les tangenLes soienL pei pendLCulaii es aiiz 
plans LangeaLs dc {\) ei donl les plans osculaleiu ? soient, pai 
sinlCy pel pendiculaii cs au c genra ati ices c/<3(A), siir unedi oiie 
SQ tan genie en S d ( S ), on poi le la longiieui 

ST=-t, 

T dcsignant le 1 a) on de toi sion de I ai die de 1 ebi oussenient 
{^l\) de (\) an poiiil 0 ou ceiie combe ( R) csi loiichee pai le 
plan langcnt de (A) pei pendiralau e a S(^ Le plan mene pai 
le point T noi inalcnicnL a SQ envelopjte la developpable (A^') 
ci la Louche siuvant une di oile NN', netessau enienl pai alUde d 
la tangeiiLe de (R) eii 0 La piojection INR de run des points 
S, T sill celte genei atrice de (Ad) deci it la combe (Cq) Pom 
oblenir la combe (C), on poi tei a sm la Langente de (R) en O 
une loll lieu 1 egale a 


257 De cettc construction gendrale on pent deJuiie Louies 
celles qui sont relatives a des cas parLicnlicis ct qui out (‘le 
donnecs par IM Lie Suj^posons d’aboid quo la developpable (A) 
sou nn cone, son arete de icbioussenient,iLduitc aim point, devia 
etic cons 1 del ec com me homo the tiquc £1 nne combe lime, le 
rappoit ddioiuothetie elant mil 11 faiidia done supposer dans la 
eonsliuction piecedentc 

T — 0 

Lc point T se con fond 1 a done a\ec le point S ct le plan HIvT 
dcMencha le ]dan noimal en S a la combe (S) Pai suite, la hgne 
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NN' sera l’a\e dii cercle osculateur et le poinl Mo le centre cie 
LOiiibiiie de (S) On est ainsi conduit a la constrLiclion suivante, 
qiu est due a M Lie ( ^ ) 

Pom ohtenii lasui face minima algebi ique la plus genet ale 
insLi Lie dans lui cone algebi ique, on consUuiia line coin be 
atgebiique qiielconque (S) dont les plans osciilateui s soient 
pel penchculau es aux genei ati ices du concj el Von porlei a sin 
chaciine des genei all ices dii conCy a pen tii da sommetj line 
longueur egale au i ajt on de com bin e de (S) an point coi i es- 
pondant Vexti eniite de cette lunguem deci ii a sin le cuiie 
la combe (C) de contact cV inie surjace minima algebi ique, 
inscrite dans le conCj la sin J ace adjointe de cette siujace 
minima cuntiendi a le lieu des centi es de coin bin e de (S) 

258 Nous mdicjueions line autre application paiticuliere le- 
laiive au cas ou la courbe (S), menlionnee an ii“ 253 , se redial 
a iin point SM en est ainsi, les composantes (17) clu cleplaceuienl 
dll point S deMont etre toiUes nulles, et Ton aura a ajouter au\ 
equations (18) la siuvante 

dz’ - — = o, 

qui nous donne 



Comme on a d’ailleurs 

dr, 

I’expiession (28) de x prendia la forme 

~ ^ dr ~ 

oil, en tenant coinpte deToquation (19), 

dz 


V) ^Jathematibche Annalen, \V, p 
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CcLte expression de ^ donne le cuiieux theoreme suivant 

Etant clonnee une com be algeh] ique (R), u Von pone siu 
les tangentes a cette com be, a peu Ur da point de contact, une 
longueiu eg ale d 

dx 

TT -y 7 

ds 


Oil obtiendi a une combe (C) siiwant laquelle une surface 
minima algebi ique (M) sei a insciite d la deoeloppahle fonnee 
par les tangentes de (R) 

Remarqnons une fois poui Louies qiie les proposiLions donnees 
dans ce ChapiLie sonl appli cables au\ combes eLaux developpables 
transcendanLes Dans ce cas, an lieu de sui faces minima algebn- 
ques, les operations indiquees nous donneront des surfaces mi- 
nima que I’on pourra dcLcrminer sans aucune inLegration C’esl 
ainsi que le Lbeoieme preceJenL nous conduit, si la courbe (R) esL 
LianscendanlCj a une suiface minima donL on pcuL ecriie les equa- 
tions sans aucLin signe de cjuadialuie 

Nous laissons au lectoui Ic soiii de vciifier duectement cetle 
proposition par Tapplication des foimules de M Sclwaiz On 
trouve ainsi pour determiner la suiface les foimules suivantes 


= dl j" . 


0,1 




dx 

DO ax -y IX 

as 
, dx 


a X 


ds 

dx 

ds 


, dx 

,, dx 




rtj a', a\ 6, 6', b% c, d, d' dcsignant rospectivcmcnt les cosiniis 
JuecteuLS de la tangcnle, de la normale principale et de la binor- 
inale en un point de la courbe consideree Ces cosinus directeiiis 
satisfont au\ formules donnees par M Serret [p lo] 


2S9 La proposition que nous venons d’etablii dans le numeio 
prec(^dent donne une solution particulieie du probleme general 
qiii lail I’objet de ce Chapitre On doit a M Lie une construction 
elegante qiii permet de le idsoudre d’une manieie complete lois- 
qii’on en connail une seule solution pai ticuliere, obtenue d ail- 
D — I 27 
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leiiis dune nianiere quelconcjue , nous allons montier comment 
les resultaLs piecedents conduisent a la proposition de M Lie 
Repoi tonsmous aux formiiles ( 16 ) qne nous eernons sous la 
lornie siiivante 


(a5; 







A 




en inLrocliiisant les angles de contingence et de torsion, ch^ dr(\ , et 
siipposons que Ton ait deteimme la siuface minima coirespon- 
dante a line valeur pai ticulieie de Xq Si Ton vent obtenir In 
solution coirespondante a la fonction algebrique la plus generale 
que nous mettrons sous la forme 

•^0 

il faudra ajOLiter aux valeurs tioiiveesj^, x' de j'o? ^ 
lermes l'' que Ton obtiendrait, par suite de la foiine li- 

ndaire des tk[uations ( 20 ), en remplacant dans ces dquatio.ns Xq pai 
et suppiiinant les teimes ±7, — p qin ne contienncnt pas^o, 
c’est^a-dire en faisant 

ce qui levient a supposer que la developpable (A) sc reduit a un 
cone En particulier, Ja quantite x" qu’il faudia aj outer a x' seia Ip 
raeine que si la developpable (A') se leduisait a iin cone, cette re- 
maique, jointe a la construction deja donnee (n° 257) pour le cas 
paiticiiliei du cone, nous conduit au tbeoreme de IM Lie 


Si Von a obleniL unesui face minima (M) insc? ite dans la dc- 
veloppabJe (A), on consti uv a la coin he algehrique (C) La plus 
qeneiale dont les tangenles soiit pei pjendicidan es aux plans 
tangents de (A) et Von poi tei a sin chaque genci ati ice de (A 
d pat tu du point de contact de cette genet ati ice avec la siu- 
face (M), line long iieur egale au rayon de courbiu e de la coiirbe 
(C) au point cot t espondant L! exit emite de cette longueur de- 
Cl it a la combe de contact de la surface minima algehrique la 
jdiis gemn ale inset ite dans la developpable (A) 
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260 Aux deux sokUioas clinerenLes que nous venons de donner 
successivement on pent ajouter la suivanLc, que nous allons dcve- 
loppei, parce qu’elle lepose sur une geneiatioii nouvelle des siir- 
laces minima, obLenue dans iin impoitanL Memoiie de M Ribau- 
( our ( ' ) 

Nous avons vii (a° 220) commenL on obuenLla surface minima la 
plus generale an mo^en de deux couibes minima (F), (F,), si M, 
Mj sonL deux points appartenanLiespecLivement aiix deux courbes, 
le iniheii \j du segment MM, ( fig 20 ) decrit la surface minima et 


1 ig 20 



le plan tangent en p est parallele aux deux dioites MT, M|T,, 
Langentes en IM et en M, lespectivement aux deux courbes (F), 
(F,) Soil (P) le plan osculateur en M a (F), nous designeions 
pai la developpablc qn’il enveloppe et dont (F) est I’arelc de 
rebroussement, nous designerons de ineme par (P,) Je plan oscu- 
laLeui en M, a (F,) et pai (!S,) la developpable dont Faiete de 
rebroussement esL (F,) Les deux plans (P), (P, j se coiipent sui- 
vaiiLiine droite qui touche respcctivemcnt les deux developpables 
en Cl ct en c^,, je vais d’aboid prouver que cette droite ac/i est 
pcrpendiculaiie au plan tangent en p a la suiface minima 

IlsLiffit, pour Ic reconnaitre, de se rappeler lapiopiiete carac- 
LerisLique des plans tangents au ceicle de Finfini : toute droite 


(’) Ribvucour, Etude des elassoides ou siu faces a combine moyenne mdle, 
M6mojie couionn^ paL I’Academie cic Belgique clans la seance publique dii t6 de- 
ccrnbie 1880 {Memoit es com onnes et Memuue'i des savaiit^i etiangeis publiei> 
pm V Academic royale de Belgique, l \HV iSSi’l 
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perpendicalaiie a uii Lei plan liii esL aiissi pai allele et va j^assei 
pai le point cle contact clii plan avec le cercle de I’lnfini II lesulte 
de la que la tangente MT sitiiee dans le plan (P) ku seia pei- 
pendiculaiie et seia, par suite, perpendicnlaire a la droite (yaj, 
suiiee dans ce plan Pour la memeiaison, seia perpendiculaii'e 
a l\k T|, elle sera done peipendiciilane aii plan tangent en p-, qui 
est parallele a la fois a MT et a M, 

Ce point etant etabli, nous remarqueions de plus que le plan 
langent en p, qm est parallele au\ deux dioites IMT, M,T|, est 
aussi a des distances egales de ces deux droites , il passeia done 
necessaiiement par le milieu |3 du segment de droite 

En reunissant tous ces resultats, on obtient evidemnient le mode 
de geneiation suivani des surfaces minima, qiu a ete donne 2 ^^^' 
M Ribaucoiir 

*5"^ I on coiisidere deux developpables (2), circonsci ties 
I line et Vauti e an ceicle de Vinfmiy lasiu face iianuna la plus 
gene 1 ale est Venveloppe des plans perpendLculaii es d ioutes Ics 
tangentes communes de ces deux developpables y ces plans etcuit 
mends d egale distance des deux points de contact de ces tcin- 
gentes communes. 

Cette definition est moms simple et moms complete que celle 
delNI Lie, qiu determine a. lafois le point et le plan tangent de la 
Mirlace minima , mais elle oflre Tavaiitage de lie fane inteivenir 
qne les plans tangents, et elle associe a la surface minima, lieu dii 
point p, la surface Leu du point [3, a laqiielle M Ribaucoui a donne 
le noni de surface moy enne et dont il a fait connaitre un grand 
nombre de jnoprieli^s remarquables 
Les droites aa^ dependent ^videmment de deu\ pararaetres et 
dies engendrent ce que Ton appelJe un systeme de ia 3 ^ons rectili- 
gnes ou line congruence Comme dies sont tangentes a la fois aiix 
deu\ d^\doppables (D), (5,), il est dan que toiUes les siufaces 
leglees ^formdes de ces droites qiu contiendront, jiar exemple, 

Tune d’elles cre/, seront tangentes les lines aux auties aux points a 
et a, 

Les plans tangents commnns en ces deux points, etant ceiiv des 
d(^^ eloppables (A), (A{),sont, par cela inenie, tangents an cercle 
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cle rinfini Or il est aise d’ctabhr, soit par [’Analyse, soil par la 
Geometrie, la pioposition siuvante 

Etant doiinee line surface i eglee, si, pen uiie de ses genei a- 
tf iceSy on niene les deux plans tangents au cetcle de Vinfini^ Le 
segment f 01 nie par les deux points de contact de ces plans a 
poiu milieu le point centi al de la geneiatiicCj de plus il est 
egal au pai aineti e de disti ibution multiphe par {^) 

Il suit de lc\ que la sui face morenne est le lieu des lignes de 
sti iction de toiites les sui faces i eglees foi mees a^'ce des di cites 
de la congi uence, et que le paiametie de diUi ibuiion est le 
in&me pour toutes celles de ces sw faces qui contiennent une 
meme di oite de la congi uence M Ribaucour, a qui sont dus ces 
resiiltats, les a oblcnus par des melliodes qin en font moms bien 
connaitre la veiitablc origine 

La generation prcc^dente conduit a une solution Ires simple dii 
probleme que nous avons a lesoudie En effet, si I’on considere 
une dc\eloppablc (A) circonsciiLe a une sin face minima, les droites 
perpendiculaires au\: diveis plans tangents de (A) foimeront 
une sin face rcglee dont la ligne de sLriction devra etie decrite 
par le point de la droitc qiu se liouve dans le plan tangeni 
correspondant de (A) Nous sommes ainsi conduits a la propo- 
sition siuvante 

Poiu obtenir toutes les sui J aces minima insci ites dans la 


(’) Si Ton pienci, en cflet, la clioiLe poui a\e clca z, le plan cenlial poui plan 
des xz ct SI I’on place Toiigine au point ccntial, la siiiface iiigke a, en tons les 
points de la dioile, les nit^mes plans langcnts que le paiaboloiclc dufini pai 1’^- 
q 11 a lion 



ou a est le paicimctie de disliibuLion Poui un plan tangent au ccicle del’infini, 
on doit avou 


L 

On obtient done poui 3 les deii\ valeurs 

H-ai, — az, 

d'ou rcsulle inim^diatenient le tlicoiLine 
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de^^eloppahle (Aj, on cletei niinei a tauten les sui faces i eglees 
dont les genei at? ices sont no i males aux plans dc (Aj et cjui 
out poll) ligne de stnction la coiu be engench ee pai le point 
do fencontie de cltacune de ces genei aii ices cwec le plan 
coi } espondant de (A) Les ai etes de i ebi oussenieiiL des deux 
deeeloppablcs cii consa ites a la surface i eglee et an ceicle de 
Vinfini sci ont les deux combes (F), (F,) au inoyen descjuelles 
on peat engendiei la sm face minima 

Pour cleLerminer les siiifaces reglees satisfaisant an\ conditions 
que nous venons d’enoncei, leprenons les mcHliodes dii n'^ 255 et 
lapportons les points de Fespace an tiiedre (T) lelatif a Faretc 
de rebroussement (R) de (A) La droite qui engendre la surface 
leglee cheicliec am a poui equations, relativemcnt a ce tiiodic, 


cL le deplacement d’mi de ses points (j: , , i , r i ), dans un moii- 
vement mfiniinent petit du tviedie, auia pour coinposantes 




Lc plan tangent cn ce point a la surface reglee aura done pour 
equation 

7 7 y\ ds 

dj I ■ 


Quand r, ^alle5 on obtient les plans tangents en Lous les points 
dc la dioite, cn particiiliei , pourri — o), on tioiive le plan 


Le plan central, devant etie perpendiculaiie an precedent, cor- 
respondia a la valeui de donnee pai Fequation 


Lorn me le point cential doit etre dans le plan des xj , la v^aleui 
de ^1 ddternnnee par cette equation devra etie nulle, il faudra 
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done qiic Ton aiL 


ou 

fifi; 




iTi eh 

~ 7 ~ 


= 0 


7 1 = - p 


eh 


eh 


CeUe foiimile si simple lesouL complciemeDL le piobleme pio- 
pose, on choisiia aibiUaiiemenL j ,, el ellc donneia^, 

Si Ton fait, en paiLiculici, —j ^ = o, onretiouve la soUiLion 
partjculierc, donnee an 2 o 8 On poiuiail aiissi piendie 
== A', A dcsignant uoe consLante quelconque, ce qui 
donnciaiL mie soIlUioii paiLiciiIiore nouvelle, im pen plus geneiale 
que la prcccdenLe, mais il Cbt picfeiable de lesoudie I’equa- 
Lion (26) pai dc simples coiistrucLioas geomeLriqueb 

Poiu cel a, nous consliimons, d’une mani^ie quelconque, une 
surface leglec (K.') donl les gcuciatiices soient perpendiculaiieb 
auv plans LangcoLb dc (A), et nous menerons le plan perpendicu- 
laire a chacune des gcnciatricos de (K') on son point central Les 
differents plans ainsi obLcnus envcloppeiont une developpable (A') 
pom laquelle on aura eMdeinmcnt une solution du probleme 
propose, fournic par la surface leglee (¥J) Comme les angles de 
conlingence et de torsion sont les memes pour Icb aietes de le- 
broussement de (A) cL dc (A^), la solution fouinie par (K.') relati- 
vemenL a (A') fora connailre Icb fonctions les plus geneiales 
verifiant Tequation (26) II suffiia done, poui avoir la solution 
generale du probleme pose, de construire ]a surface (K) dont 
chaque gcm^i'atricc a, par rapport an tii6die (T), lelatif a un point 
de I’areLe de rebroussement de (A), la meme position que la ge- 
neiatiice coirespoiidante do (Iv') pai rappoit au Iriedre (T') dont 
les aretes sont pai alleles a cellos de (T) et qui est relatif au point 
coriespondant de I’aiete de rebroussement de (A') En d’autres 
teimes, pour avoir la dioite de (K), il faiidia impiimer a la droite 
de (K^) line translation (^gale a celle qui am^nerait le tuedre (P) 
en coincidence avec le triedre (T) 
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CHAPITRE X. 

LE PB.OBLEME DE PLATCAU 

DETERMINATION DE LA SURIACE AflNIMA PVSSANT PVR UN CONTODR 
DONNE COMPOSE DE LIGNES DROITES; OU DE PLANS QUE LA SEREACE 
DOIT COUPER NORM VLEMENT 


Histoiique — Indication cles travau\ de Riernanii; de RI Weiciatiass ct dc 
At S< liwarz — EvpO'^ition ^cnciale dc la nioLliode a suivie dans le cas ou it 
n'y a pas de point de lanufication — Surface minima pa^sanl par deux 
dioites, — coupdnt a angle dioit deux plans donnes el conLcnant une dioiLe 
(lonnee, — passant pai tioia dioites dont Tune coupe les deuxauUcs, — passant 
par les quatie cotes d’lin qnadiilatLic gauilie quelconqiie — InHoducLion des 
points de lamificaiion — Piopneles gcomcLiiques lelativcs a ccs pointb — 
Solution gcneidlc du piobkinc piopose 

5201 Nous ailons main tenant compleler Texposition cles pio- 
pnetes les plus simples cles sin faces minima en indjquanl les 
prmcipaux resultats qii’ont obtenus les geomctres dans I’etude de 
la question suivante, posee par Lagiange, et cjui a clonne nais- 
sance a to cite la tlieorie 

Determiner La siuface minima^ pai Jaitemeiit continue ou 
(tssiLjettie a des disco ntiniiUes de natiu e connuej passant pat 
an contoiu fei me 

On salt cjue Plateau a idsola ce probleme pai Fexpex'ience en 
plongeant le contour donne, realise phvsiquement, dans une dis- 
solution de liqnide glj’^ceiique L'Analyse mathematiqiie n’a pu, 
jLisquicij imaginer aucune ineLhode geneiale permettant de coni- 
mencer 1 elude de celte belle question Toutefois, dans le cas^ 
particuherement intdressant, ou le contoui est foime de iignes 
droileSj etdans celui ou quelcjues-unes des portions de ce contour 
'aont remplacees par des plans que la surface doit coupei nor- 
malement, les propositions que nous avons fait connaitie rela- 
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Livemenl ans. cliveises rcpiesenUlioiis conformcs cle la sin face ouL 
permis cle prepaier la soliiLiori clii piobleme, el meine de le le- 
soiidie cl’nne manieic complete poiii cei tames foimcs simples du 
contour Lcs piincipaax. icsultats accjiiis a la Science dans cet 
Oldie cle lechciclies sont dns a Ricinaim, a M WeieisLiass et 
a M Scliwaiz 

262 Nous avons deja cite pliisieurs fois le Memoire foncla- 
mental cle Riemann, presenle, le 6 janvier 1867 , pai M Hatten- 
doiE a la bocicHe Rojale de Goettmgue cL mseie clans le L XIU 
des Memoires cle celLe Sociele (') Ce beau tiavail, c[ui rigure di- 
gncnient a cole des plus imporLantes piocluctions de son illiistic 
auteiii, conUent des applications Lres interessantes clcs vues nou- 
velles ct piofonclcs cjue Riernaun a appoitcies en Anal\se On pent 
le consuleicr comme compose de deux, parties bien distmctes 
Dans la premiere, Ricmann etudic d’une manieie genc'iale lcs 
siiifaces iniiiinia et il y fait connaitic, en dehors clcs piopositions 
c[iie nous avons etablies, une roimule lemarcpiable epu n’a pii 
tioiiver place dans notie tlieoiic, et c[ui cstielatue a Taire d’une 
portion linntee cle la suilace, il y emploic en paiticuliei le 
systeme cle coorclonnees Jont la pieniieie idee appaiticnta RI O 
Bonnet (n“ 181), c’est-a-dire qu’il deleimme iin poiiilde la sphere 
et le point correspondant cle la suiface minima par la valeiu de la 
vaiiable coinple\.e C[ui cst Taffixe de ce ])uint (n"'* dO et 161-) Los 
tiansloimations cle coordonnees, clont Riemann fait Uisage a clif- 
ferentes reprises, mettent natiuellement en Evidence le lait si 
souvent signale clans les pages C[ui precklent 7''oiite ti aasfoi met- 


(') Dans line note placiie an commencement rlii '\rimoiic {jRiemann's gesam- 
melte Wahe, p 283), M llaLLcncloif nous appiciul qii’il a tin ludigci entieiemcnl 
eJMcmoiie trapicb un manusciiL cle Riemann qui necontcnaiL absolament quo les 
formules el les rubulLats Ce maniisciit, qiu cst datu annees ibCo cL iSbr, a oLl 
envoyc a M irattencloif en aviil 1866 On sail (jiie Riemann csL moit cn Italic an 
mois clejuillet suivant 

Dans un Ti avail picsentii comme these en iSSo a la Fariillc des Snenccs, 
M Niewenglowialvi a fail connaitie cn Fiance Icb pimcipauv iLSultaLs oblLiins 
par Riemann Voir le Memoiie Exposition de la niLihode dc liiernann poiti 
la determination des surfaces rniriinia dc contour doriiie, inseie aii\ Aiinales 
de VEcole ^Sormale, t IX, 2® siliie, p 227 
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lion dcs cool dojineeSj oa tout de placement, s^expjime pai une 
sabsLitatioii Imeaii e pai ticuhei e ejjectiiee siu la vai lable 
complete, proposition dont rimportance et Tiatciet n’ont eto 
pleineineiiL reconiiLis quo depuis la. piiblicaLion des beaux Lra^au\ 
de M Klein lelaLifb a rinLe^Lation cles equations hneaires dii 
second oidre, a I’lcosaedie et a la r^solutjon des equations al- 
gebnques 

Ld secondePaitie duMeinoiie est presquc entiereinent consacr^e 
a la deteimination de la surface minima limiLee par iin poljgonc 
gauclie dont Lous les cdtea sont lecLilignes (‘) Riemann n’exclat 
nieme pas le cas ou le contoiu serait pat ticlleinciiL ouverLet ou la 
surface deviai,L avoir des segments infinis, analogues a ceLLe por~ 
tion de riielicoide gaiiclie a plan direcLcur qiii s'ctend a rmfiii] 
entie deu\ geneiatiices lectilignes de la surface Apies avoir de- 
\eloppe la solution generale du probleme, solution qui exige la 
fornidlion, Loujoiiis pobsible, d’une equation clifTeientielle lineaire 
et la lesolulion d’un s^sLcme d’equations Uanscendantes dont 
1 etude est laissee de cute, an moms dans le cas geneial, Ricniann 
aboide les applications et e\amine successivemcnt les contours 
sunanlb 

Deuj. d) oites injliues qui ne sont pas dans le menie plan 

Si Ton suppose qne le secleur infini s’etendant entie les deux 
dioiles n’a pas de dibconhnuite ni de point de ramificationj ou 
ttou\e riielicoide gauche a plan directeiir 

2“ Tiois diQiieSy dont deux se coiipentj la ti oisienie etant 
pat allele au plan des deux auit es 

Sous les resenes piecedentes, la solution, ici encore, est com- 
plete el les foi mules dcdlnitives sont obteniies 

Ttois dt oites placees d^une inaniet e qaelconque dans 
Vcspacc 


( ) Kieiiiann j inonLic ju^si que loo peuL i«isoudie le piobleme de Plateau 
poui k cub oil Ic coutoui est compose de deux ceicles quelconques suiics dans 
deii\ plcius paPcdkles II suflit dadmetUe que touLca les secLious delermuoees pai 
dt-N plcina paialklcs aux plans, des deux ceicles sont des ceicles La sui lace ob- 
Iciuic d« pend des fonctions elliptiques 
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PolU bien sc lepicsenLcr Ic probicme lesolii pai Rjcmann, on 
pent imagmei im lic\agone gaucbe Si Lroib cuLes non consccuLifs 
de cel lievagone s’cloignenL inrlcfiniment, les Irois aulies leblanl 
fives, la surface minima qiii cLail liinitee pai Ics siv cutcb dc 
riievagone tend vers ime suiface a Irois secleiiis mfinis, donl 
on a pci coil aiseuicnL la forme gonerale C’cbL celLe smface qiie 
deteimine Ricmann 

4 ^^ Uii quad} ilatei e qaucJie qiielconcj lie 

Riemann loime 1 equation lincaire du second ordre donl depend 
la soUilion dii piobleine Cette equation, que nous donneions plus 
loin, a Line (oime Lies lomarquable qiu la lapproclie de Tequation 
de Lame On n’a pu encore rmtegrer dans le cas le plus geneial, 
Riemann considere le cas parLiculicr ou les quatie cotes du qua- 
dnlateie soiiL aiiSbi les arttes d’lin Ldtiaedrc reguliei, ct il obtienl 
alois la bolulion du prol3leme par line metliode diiecle ct Lies 
elegante, que les Iravauv deja iippelcs de M Klein nous aident a 
coinpiendre dans Lons ses delads 

5 ‘* Tiou di Giles donl Vane 1 cnconli e Les deux aiiLies, en 
sorte quo la siitfacc a dcuv sommels el iin secLeui infini 

0 “ Deux polj ^oiies 1 ectilignes non etoilei, sitiies dans deux 
plans pen alleles 

Ces dcuv deiniers evcmplcs onl etc publics pour la premiere 
fois dans les OEuvics de Riemann (‘) 

263 Les rosultals picccdenls demourent, anjourd’hui encoie, 
les plus complets et les plus genciaiix parmi ceiix qui ont (^te 
piiblids siir le probicme qui nous occupe Mais, qiielqiies jours 
avant la pi(^sentaLion du Mi^moiie de Riemann a la Societe de 
Gotlingue, le 20 decembie 1866, M Weierstrass avail commu- 
nique a I’Acaddmie de Berlin, dans une Note de deux pages (-), le 
resume de ses recbeiclics sur le meme siijct 

Les icsultats annonces pai M Weierstiass sont en paifait 


(’) Biemana’i, gesammclte Wei he, p d pb 
[ {■) Monalsbei ickte dei K P Akademie, \i S55, iSbG 

I 

\ 
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accoid avec ceuK de Riemano MalKeiii eusemcnt cet jllusLie geo- 
melre n’a pas ladique d’ane mameie detaillee, an moms dans iu\ 
travail impiimc, la mcLliode qu’il a snivie et les cas paiLiculiers 
qu’il a traitcs Nous devons signaler toutefois, dans le court 
resume quM a donne, une indication ties prccieuse lesiiUanL 
d unefoune lemaiqnablc, sur laquelle nous icviendrons plus loin, 
donnee aiix equations qiii deteiminent la surface minima 

264 Les piemieres lecheiches de M Schwarz ont etc pubh^es 
avail t les precedentes, inais elles sont lelatives a iin probleine 
paiticiilier Dans une coiiUe Note inseree en i865 aiix Comples 
lendus de 1 Academie de Beilin (•), M Schwarz se leporte a des 
eludes anteueures lelatives a la repiesentation confomie de la 
surface d’un poljedie snr la spheie, etudes qiii ont et6 publiees 
dans le tome LyiX. dii Jon? na I de Cielle^ et il annonce que la 
solution de ce piobleme de la representation conforme poui' les 
difTeients poljeJies legulieis permet de deteiminei, pai I’ap- 
plicaLion d’lm theoreine de M Weingarten qiu sera etiidie dans 
la suite de cet Onviage, uii certain nombie de surfaces minima 
sur lesqiiclles se tioiivent une infinite de dioites Ces dioitcs nu 
sont pas isolees les lines des auUes, elles se lencontrenL mu- 
tuellement de telle manieie quhin certain nombre d’entre elles 
puissent scivir de Innile a une portion de la suiface, simplement 
connexe C’est ainsi que la surface minima dth'ivee du cube, sur- 
face doQtla ddteimi nation s’efiTcctue auinoyen des fonctions ellip- 

tiques de module ^ contient une infinite de quadiilateres gauche^ 

egaux , cliacim d’eux est forme avec qiiatie aretes d’un tetiaedrc 
leguliei et permet de limiter une certaine portion de la surface 
On a done une solution, obtenue il est Mai d’line maniere in- 
directe, du probleme de Lagiange et de Plateau pour le contoui 
forme par ce qiiaclnlatere regulier 

Le second ua\ail de M Sch^^alz est un Meinoire beaucoup 
plus etendu, couronne en 1867 parrAcad^mie de Beilin et public 


(‘) H Slh\\ VR7, Ueber die Minuniuns-flache deien Begi enziing als cm vofi 
oicf Kantcii ernes regularen Teh aeder s gebildetes^ wiadschiefes Viei eck ge- 
geben ist {Moncitsbei ichte der K P AKademiCj p i '49-153, iS05) 
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en 1871 sous le LiLre suivanL Bestimmung einei specielien 
Muiimaljlache (^) L’aiUeur y aborcle, ceUe fois par cles me- 
diodes diiecLcs, la deLerminalion de la siuface mimmd passant 
pai les quatre cotes d\m qnadiilalere gauche, et d inontre que 
Ton pouira donnci la solution complete du prohleme dans le cas 
paiLiculiei ou le quadnlateie gauche csr assujetti a Tunique con- 
dition d’avoir un plan dc symetne, passant necessairement par 
denude ses soniinets opposes II considcre en particuher, coiiime 
Riemann dont le Mcmoire etait encore uicdit a Tepoque ou 
M Schwarz communiquait son travail a I’Academie de Berlin, 
le cas lemarquable ou les c[iiaLrc c6tcs du quadrilatere gauche 
sent Icb aretes dhin uHiacdre legulici , il letrouve alors la siuface 
de]a d(‘finic dans sa Communication piecedente, on rohtienl en 
faisant, dans les foi mules de M Weierstrass (n° 191 ), 

V' 1 — I I /u -i~ 

Enfin, dans nn Appendicc qui Lermine le Memoue, reininent 
geometre fait connaitie cei Lames sui faces nunmia, poui lesquelles 
la foDclion cst I’lnNcrsc de la raciue cairee d’un polynome 

du hiiitieme dcgie, ei qui contienncnt dcs droiles avec lesquelles 
on pent formci dcs ])ohgoaes gaudies d’une natiue sp^ciale, 
hmitant cci tames jiortions de Ja surlace Supposons, pai e\cmple, 
que, dans iin parallelcpipede lectangle, on siippiime les si\ aietes 
qui ahoLitissent a deux sonimcls opposes, il lesteia un hexagone 
gauche, pai Icqucl on pouiia (aire passei uiie des sui faces definies 
pai M Sch\\ai7, la poition de suiface limitee pai cot hexagone 
seia simplcment connexe et ne conticndra auenn point singulier 

2 Go Un autre tiavail du memc auteur, Foj tgesetzte Untersa- 
chiiiigen uhei specielle Minim cdflaclicn, impiiine en 1872 (-), 
contient hdude detaillee et la solution complete d’un pioblcme 
propose on ces termes des 1816 par Gergonne (^) 


(') Ilairwilz und Gossniann, Bcilin, 1S7T 

(-) MonaLsbei ichte del K P AhademWj 1S72 

[^) Annalcs de Gei goiine^ i VII, p 99 
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Coupei iin cube eii deux pai ties de telle maiiiete que la sec- 
tion Vienne sc tei miner aux diagonalcs invcises de deux faces 
opposees et que Van e de ceiie section tei niinee d la siu face da 
cube soil nil minununi Donne? en outre Vequation de la 
com be suiK^ant laquelle la sm face coupanie coupe chacune deii 
antics Jaces de ce rube 


iMg 

a d' 



Oa tioine a la page i48 dii tome VII de^ Aniiale^ de Ge?- 
gonne im essai sni ce pioldcme clu a Tedenat, leclciir de TAca- 
demie de Ninies, Tun des ledactenrs les plus assidus de ce Journal, 
niais la solution proposee est ine\acLe Le calcul des variations 
peimet, en elTet, d’etablir que la suiface chercliee doit coupcr a 
angle dioit deux, des faces lateiales du cube, et riielicoide con- 
sideie par Tedenat ne saLisfait pas a cette condition. 

M Schwaiz reprend le piobleme de Geigonne, on pkitoL il so 
piopose de delerniinei toutes les suifaces minima, painn lesquelles 
doit se trouver la suiface cherchee, qui passent par les deux dia- 
gonales inverses de denx faces opposees et qui conpeiit a angle 
dioit denx aiities faces opposees du cube Le resiiltat obtenii csL 
parliculierement interessant de nieme qu’il y a une infinite 
d belicoides ganches a plan directeur passant par deux droites 
donnees, il y a anssi une infinite de suifaces satisfaisant aux con- 
ditions que nous venons d’enoncer II n’est pas difficile de choisir 
paimi toutes ces surfaces celle dont I’aire est reellement im mi- 
nimum 

Dans ce nu^me travail, M Schwaiz fait aussi connaitre une 
extension, ir^s digne de remarqiie, des r^sultats de Rieniann et de 
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Wcicislioss, il subsLiLue an piubleme aboide par ces deux 
geomeLics le suivant, qiu esL ])eaucoiip plus geneial et se lesoiU, 
coinnie nous le vcurous, par I’emploi clcs memes piincipes 

On donnc line cJiatne continue fei niee^ coinposec cle seginents 
fcctilignes. oil de plans, ou dc segments iectdignes et de 
p let fib , el V on pi opose dc detei muiei line buijctce mininia, a 
connexion simplcy ne contenanl aaciui point singiihej dans 
son inteiieiUy luniLee pat les segments icctilignes et les plans 
de let cJiatne et coiipant ces dei /nets a angle dtoit 

Pai cxcmplc, si Ton considcic ( fig 11) [p 487] deux tiges AB, 
ACiainics cu A ct appii}anL Icurs exLieniiLes BelC coiiLre unelarne 
dc verie, la sniface que I’on obLicnL en plongeantle s^steme entiei 
dans le liquidc gl^cciiquc s’appuie sur les Liges AB, AC eL coiipc 
normalcineiiL la lame de verre CcLLc siiifacc pent elie etudiee el 
defmie analyLiquciiicnL par des mclliodes LoiiLes semblables a celles 
qiii avaicnL cLe employees anterieiirciucnl dans le cas special des 
conlOLiis cxclusivemeiit composes de bgnes dioiles 

Nous nous conLcuLcions des indicalions pieccdenles et nous 
leions mainlcnanL connaiLic les pimcipcs slu lesquels leposcnt les 
lecbcicbcs dont nous venons d’exposei les resukats, en negligeant 
les details qni cxigciaicnl beaucoiip de developpeincnls et qiie 
[’on tronvera dans les jAIeinoiies oiiginaux 

12 GG Au Chapilrc IV [p 809], nous avons signale deux traces 
geogiapbiques diflVients de la suilace minima L’un d’eux esL dc- 
leimine pai la r cpiesenlation splieiique de la suiface, si Ton 
adopLe les cooidonndes 11, U\, si souvent employees dans les pages 
pieccdentes, la variable complexc u cst Talfixe d’un point reel de 
la spheic qui est I’lmagc du point correspondant de la suiface 
inmimaj et la lepiesenlation ainsi oblenue constiLue, coinme I’a 
montre M. 0 Bonnet (n° 202 ), un piemier tiace geogiapliique de 
la suiface minima sur la sphere de rayon i Si maintenant on 
mtiodiut la variable complexc definic pai requation 

(i) ^ 


et qu’on la lepr^sentc sui le plan, on obtiendiaun nouveau trace 
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gcogiapliicjLie dans lequcl, nous Tenons \a (n^ 201), les ligiies cle 
couiLiire aiuont poui lepicsentaLion cles paialleles aux axes cooi- 
donneSj Landis que les lignes as} mptoiiques seiont repiesentees 
par des paialleles aux bissecLiiccs cle ces axes 

La consideration simiiltanee des deux lepiesenLaLions confoiines 
precedentes joiie iin rule capital dans les raisonnenienls qui \onl 
siuvre et conduit par une voic naturelle a la solution du proLleme 
propose 

Si Ton decoupe sur une siiiface minima un segment liniUe (M), 
a connexion simple et ne conlenant aucun point singuliei dans son 
interieur, Tintegrale or sera, sous ceitaines conditions que nous 
indiquerons plus loin, unefonctioiiiinifoi me ayant une valeui finie 
ct bien dc^ermmee pour cliaque point de (M) La repiesentalion 
plane de cette portion de suiface sera alors une aire plane, limiLee, 
a connexion simple, qui pourra, dans certaines parties, se com- 
poser de plusieurs feuillets et qui se terniineia a la combe dont 
les points correspondent a ceux de la limite de (M) Or, si Von 
veut que (M) sou lunitce pai des rb oiLes on par des plans 
qidcUe coupei a noj malementy les di ff ei cnles poi lions du con- 
tour ser out des lignes asyniplotiques de la surface si elles sont 
des droitesy oit des lignes de coin hare si dies soriL dans les 
plans que la surface doit couper nor rnalernent Pai consequent, 
il leur conespondia, dans le tiace geogiapbique plan, des pai allules 
aiix axes coordonnes dans le second cas, et des paiallcdes aux 
sectrices de ccs axes dans le premier Ainsi ce trace geogr a- 
phiqae se composer a dearie air e plane (5) lunitee par des 
druLtes dont la direction an moms sera conriue et qiii se suc- 
ceder ont dans iin ot'dr e deter mine 

Lludions maintenant la lepresenlation spherique de (M), Elle 
sc compose d une aiie (S), pouvant recouvrir plusieurs fois cer- 
laines parties delaspliere, mais il resulte, com me nous le veiions, 
des Inpotheses faites sur que cette aire (S) n’a aucun point de 
ramification dans son inteiieui Ici encore on pent determiner la 
coiirbe liiinte de (S) En efTet, pour cliaque poition de dioite 
compribe dans le contour, la lepiesentation spbeiique sera un 
aic, plus ou moms etendu, du grand cercle dont le plan est pei- 
pendiculaire a cette droite S’ll y a, dans le contoiii coiisideie, des 
plans que la surface doit couper a angle droit, la combe liinite 
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de la suiface siluee dans ce plan scia repiescntoe surla sphere par 
line portion dii giand ceicle dont le plan esL parallele au plan 
correspoudant dll conLoiii On \oiL done qne la j epi esentation 
splicnqite (S) da segment (M) sei a limiiee pai dcs cues de 
glands ceicles dont la position sei a connue et cjiii sc siicce- 
dei out dans lui oi ch e pai jenfement detei mine 
Les deux aires (S) cL (^S) consliUient deux leprtsentaLions con- 
formes de la suiface (M) Si cclle-ci elait connue, il esl clair qiie 
Ton poiiiiait obleiiir line i epieseiiLaLioii direcLe et conforme de 
I’aiie spheiiquc (S) siir I’aire plane ( 5 ) Invcisemcnt, si Ton a pu 
deteinimci direclement ce trace geogiaplnque de (S) sui (3]), 
c’csL-a-dire si Ton a expiune c7 en foncLion de on aura 


(a) 




1 

2 


el, la fonction .f(ii)uLanL ainsi connue poui Louies Ics yaleuis de a 
cjui coriespondcnL aux diveises parties de (S), le segment (M) seia 
pleinement dclcimmc Nous somrncs done lameiies a la solution 
du jirobleme suivant 

Realise! luie i epji esentation confoi me eVune an e sphe- 
! iqiLC (S), limitee par des ai cs de gi ancU ceicles, siii line an e 
plane (IS), linuiee pai des di oites 


Or, cette solution est contenue nnpliciteincnt, au moms poui 
les cas les plus simples, dans les dcveloppeinents donnes an Cha- 
pitre IV du Livre H [p i 70] On icpiesentcra les deux aircs ( 5 ) 
et (S) SLii la rnoitie supeiieiiic du plan, ce qui donncia et a en 
fonction d’une vaiiable t assiijottie a la seule condition que sa 
partie imaginaiie soit positive Puis on portera ces Aaleurs de a ct 
Jo cr dans les foimules de M. Weieistiass, ou Ton aura remplace 
par sa valeur tiiec dc la formule (2), cc qui donncia 


( 3 ; 


..•> pi — It- ch'^ 

cc^Sv 7-5 

J 2 dll 

^ p id- 

ip C d^~ 


2S 


u et c- etant des lonctions connucs de la vaiiable t 
D ~ J 
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2(j7 Nous aliens indiquei diffeients evemples anxquels on pent 
appliqucr la nielliocle piecedente 

Pioposons-noLis d’aLoid de deLcrminei la suiface minima (M), 
necessaiiemeiit infinic, limilee pai cleu\ dioiLes quelconques 
Consliuisons, sin la spliuio de lajon i, Ics deux giands ccrcles 
GOC'O', DOD'O' se coupant eii O, O', dont les ])lans sonL 
pcipendicidaiies a ces dioites, et soil c/tc Tangle COD de ces deux 
cercles, egal a clIui dcs deiiv dioiles La suiface chcicliee (^M) 
aiiia pom repiesentation splieuqae une aiic limilce pai ces> deu\ 
cercles Cboisissons, pai exemple, pom cetlc aire, le fusoan 
OCO'D, d’angle an Si Ton prend pour axe des Je diamelre 
O'O etpoiu plan des ) z le plan ODO', Toiigine des cooidonntes 
ctant toujouis an centie de la splieie, le point O coiiespondia 
la ^alelu zero de la xaiialile u et Ic trace gdogiaplnque du fuseaii 
OCO'D sill la pai tie supeneiue dn plan seia determine pai la 
foimule 

( 4 ) 

car on voit imincdiatement que, lorsqiie Taigument de L ^aiie 
enLie o etr, cclui de it vane entie o et an 

!Mais, il impoite de le remaiquer, on pent imagincr une infinile 
d’anes spheriques u^ant les meines Inn lies que le fuseau prece- 
dent , si Ton fait toiiinei, en eflet, Ic demi-cercle ODO', dans tcl 
sens que 1 on voudia, auLom de 00', en continuant indeluiiment 
le mouvemenl, il Mendra peiiodiquement coincidei a\ec Time 
des monies dii second cercle OCO'G', et la coincidence se 
produua apres que ODO' aura fait n — i denii-i evolutions 

L aiie spheiiquc ainsi engendree pai le denii-cercle se coin- 
pOisOia de plusieiirs feuilleis superposes et pouria recoin ni la 
splieie auLant de fois qii’on le voudia, il sera evidemment perinis 
de la subsliLiier an fuseau piecedent et de la considerei coniine la 
1 epresentation splieriqiie de la surface clierclice On reconnait 
d ailleiiis aisemenl que I on embrasse tons les cas que nous venous 
d enumeicr en augmentant 7, dans la foimule (4), d^in nonibie 
enticr quelconque, posilif on negalif, on, ce qui est la meme 
chose, en couvenant de designer par an une quelconque des de- 
terminations de Tangle des deux droiLes donnees 

Lxaminons mamtenant le second trace geogiapliiqiie, la repie- 
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iCnlaLioii plane (S j do (M) Si I’oii suppose qiie les deux dioiteb 
qui limiLcnl (M) appaiLicnoenL a uii ineme s^sLeme de lignes 
asjmploLiqiies, celto repieseuLalion sc composera d’une bande du 
plan compiibG eiiLie deux par alleles a une mcme bissecLiice des 
axes cooidonncs CcLLc bande peiU cLie considchce coinnie iin 
quadnlaLcre donL deux angles opposes seiaient egaiixa Tt, les deux 
auLi'escHanL iiuls Pai siiiLe, cn apphqnanl la foiinulc donnee au 
n° 13ii cL en I'emarquanl que Ics angles nulb coiiebpondcii L aux 
valcurs 0 , oc dc t, on aura 

a ^ f ~ logf 


Loisque la variable t vaiie de o a cOjjraigumenl de c doiL etre 

e^al a - on a — -• Le clioix esL indifl'erenL, par suite de la pr^-> 

° 4 4 

sence du radical \l^\u) dans rcxprcssion de cr Posons 

7 U 

(5) O' = Ce ' log/ 


On aura alois 


Tt 

C — i T , 

0- = — C ‘ logftj 
a 


el, pai suite, cii prenant la dcrivee pai rapport a 


on 


\/2 3^ (zO — 



ail 




K desigiiant unc constante ri^elle Nous letioiivons la valeiir 
de qni caracLeiise uii helicoide gauclie a plan direcLeiir 

196) 

Mais, si Ton veuL determmei la constante C, il vaudia mieux 
siibslituer les valeurs de cr ct de u en fonctioii de t dans les for- 
mules (3) On aura ainsi 


Si roiireniplace t par p et 0 designanl le module et 1 argument 



( 11 VP X 
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dci 0 vaiieia ciiLie o el ?: gl Ton auia 



a 


Les dcLix: dioilcsj paiallelcs au plein des xj , qin Iinulenl la ‘^in- 
face fSl j coi rcsj^ondrn L aiix \alGuis u eL t: de 6 On a done, cn 
dcbiguant par A leur plus coiiite disLance, 






el les lormules (d) piennenL ici la fouiie deljiiilivc 

I ™ Jl / CA — ^ ^ i-a.^ 

J 2.f t > Tl« ' 

„ .r, r . X 


( 6 ) 


oil Lout cst connu 11 suflua tie doniiei ii ly loutes les valeiirs de 

1 angle |)our ohtcuii tons les lielicuides qiii conliennent les deuv 
dioUes 


268 Daois 1 e\ciuplci piecedcnt, d > a uue ccitainc indcneimi- 
nation, i elativeinciU an moinb a la lepu'^eiuatioii s])lierique, el 
eelle nienie mdetoii-ninalion, rpu se piesenie, Lonime noiisravons 
indicjLie, dans, ks solulions si eLiuljccs cloniiecs pai M. Scimai/ 
poui ceildinb pi'uijiemes parlicidiers, se repiodniiaJt evidcmmonl 
danb les probleineis plus compliqucs que nous a\on^ a examiner 
^ oici comment on pouria opcrei loisqii’on ^oudla, iiegligcaiU 
lous les cas possibles, obtcnii, pai exemple, la suiface leeUemenl 
nijiiinnim, celJe qiu cst lealis^e par les expciiences de Plalcaxi 
Pioposuns-noiis, par exemplc, de cleLerminm la suiface (M; 
<jiii esL limiLee par deux dioites AB, AC el qui coupe normalemenl 
un plan MA (y?^ 29 ) Soil BC la combe inconnue sun^ant laquelle 
la surface cUercliee coupe le plan MN L’exptoeuce apprend que 
(cLlccourbe, qin se leduit a uue dioile quand le plan BAG est 
[lerpendiciilaiie au plan MM, n a pas dbnDexion et est jdacee, par 
lappoiL a la dioite BG, du mtune cote que la projeciion de A sur 
b* plan MM Les iiormales en A, B, C a (M) sunt conmies dc 
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chieclion, ( ni la nonnale eii A cst perpenrliciilau’c an plan ABC, 
et la noinialc en B, par e\emple, cloiL liouver clans Ic plan ftlN 
et elie pei pendiculaire a. AB D’aillciiis le sens de la norniale en 
•V Jeteimine celm des noi males on B, C eL, generaleincnl, en Loul 
point de (iM) On \oit done f[ue la suifacc (M) auiM pour i'epr6- 
‘jentation spliericjue un Lnanglc splidncjiie donL ics somnieLs sc- 
lont parfaiLemenl determines 



Consideions inaiQtcnanl la lepiCbentaLion plane lignes 
AC dill out pour linages dcs pauilleles aiix bissccUiccs des axc'^ 
cooidonnes, tancHs que la lignc de coiuhnic BC sera 1 epi e-^en Lee* 
pai une pai allele a I’lm des axes Jl i'anl done adinctlre qnc ccLte 
representation esL clonnee par Ja surface d’un triangle iccLangle 
isoscele abc dont I’liypoLenuse cst parallele a run des axes cooi- 
donnes 

Soient ATT, p?:, VTz les angles du triangle sphericfue qiu sei t dc 
repiesentation a (SI) En consei vant LoiiLes les notations du n" 136 
et ea supposant que les sommets p , v correspondent aux vale in s 
o, I, CO de nous anions, jioiu di^terniuier la lepi csCntation dc ce 
triangle sur la moitu^ siiperieurc du plan, la foimulc 

. F(a T - Y, p -t- I — Y, — Y’ ^ J 

a, (i, Y etant deteimines par Jes forimdes 

i a = - (r — ) — - 1 - V ), a -4- i — Y ^ ^ — [j H- v ), 

j. ^(i — X — j3^_i_Y = - (r-f-X — [j. — .A 


7 = 1 — 
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et le module ^/CCo de C ajanl poiu valeiu 


191 


r(«)r 

vLCo--^,^ \/ r(t-y)r(i- 


P; r(_a-hi — ; r(P + I — 7) 


QiMiiL la lepresenlalion plane, on robliendia en appliqiiant 
la foinnile (i 4 ) clii n” 132 [p 179 ] au Lnangle rectangle isosccle 
En supposanl que Ic sonimeL 1 coiiesponde au point de lonconlrc 
A des deu\ dioites et, pai consequent, au sommet a dc Tangle 
droit du triangle lectangle, il iaiidia Tore dans cette fornuilc 


ce qui donneta 

I lOJ 



c — 


r 




dt 

1 d' 


K etant line constante leelle afia que rhypulenuse du Lnangle 
^oit diiigoe paialleleinent a Tun des axes cooidonnes 

L’exeinple piecedeiU, qiu a eLe LiaiLe poui la piemieie fois, 
comme nous Talons indjqne (n^ 20 i), par M Schwarz, a ele, clans 
ces clerniers temps, eliidie crune manicre approfondie dans nn in- 
teressant tra\ail de M Neovius (‘) 


269 On pent liaitei de la m^ine mam ere le cas, considere par 
Riemann, on le contour est forme 23) par une dioite AB 

qiii cn lencontre deux aulies AC, BC^ Ici encoie la lepresenLation 
spliei ique du segment (M) sera iiii tiiangle sphericfue Laiepresen- 
tation spheijqiie du point A sera siUiee sin le rayon peipendicu- 
laire a AB et a AC, la representation spherique de B sera situee 
siir le raj on peipendiculaire a AB et a BC^ et enfin la rejiresenta- 
lion splienque du point sitne a rinfim, soit sur AC, soit siir BC^, 
sera situee sur le lajon peipendiculan e a ces deux dioiLcs Nous 
adoplons ici Thypo these la plus simple relativement a ce secteur 


(’) Neovius, Bestimmun^ zi\eiei spec lelleii penodischen Minimal ftachen auf 
ixelchen unendlich viele ge? ade Linien luid wiendlich male ebena geodatische 
Linicn hegen HelMngfois, i883 
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infini, il faiil concevoir le segment (IM) comme ctant limiLe pat 
ime droile CC^ qui renconLie \.C clBC^ et s eloigne inderininient. 

Quanta la repiescntation plane, die scia cMdcmmenl ibrniee 
cl’iine dioiLe ab^ corrcsponclante a AB; paiallole a TLine des bis- 
sectiicesdcs a\es, cL de deux dioUcs e/c, id peipendiculaii cs l\ab 
On pent cnvisagcr ceLLe iiguie conune an. ti tangle dont I’lia des 
sommcLs s’esl cloigne indcTinimeiU Si Ton suppose qiic Ics valeuis 

Tig 20 


r 



b 


o, I, CO de t coi respondent rcspectivement anx points b et c’, 
la foimule, deja lappclce, dii n° 132 nous donneia tci 

(n) = 

K elant line conslanle icelle Celle formulc, jointe a celles rpu 
delinisscnt la lepresentation splieriquc, deteimineia la suiface 
cherchee , 

270 II nous lesLe a etndier le jilus impoitant et le plus difficile 
des problemes auxquels pent encoic s’eipphqucr la inetliode ele- 
mentatie piecedenle Snpposons que le contour donne soitfoime 
par iin quadulatcie gauche quetconque, ABCD On apcrcoit ici 
encore d’unc manicre Lies neLle la lepresenlatioii sphenque de la 
surface Elle est foiniee par uii quadnlatere spherique dont les 
sommels sont pailauemcnt delei mines, et elle est la ineine que 
celle du paiaboloide hypcrbohqne passant par les qiiatre coles du 
quadtilateie gauche (‘) On pent Loujoius siipposer (n° 128) que 


(q On pent signalci i cc sujoL iin ] appiuc hement Lies luiieux donne pni 
Scliwaiz dans nne des notes da AlLinoiie deja uiLo Bestunniiuig einei spcciellcn 
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lessommels conseciUifs dii qiiacli ilaLerc couesponclciU an\ valeiirs 
o, I, py cede /i designaiUime coasLante reelle pUispeLiLe qiie i 

D’apies les methodes developpees anv 134 cL 13o, on obliendra 
le tiace geograpliiqiie sur la moiLie snperieure dii plan da qua- 
dnlateie spherique qui est la represenLation de (IM) en posant 

et 02 cHaot deux solntions particuheres, conveoablemenL choisies, 
d’une equation liiieaiie 

777 + 5 ' 0 = 0 , 


dontles coefficients p el q ddivent satisfaire a I’liniquc condition 
(.3) 

j ayant ici la valeur saivante 

f ' a^ 2(1 — — I t — — 1 

a\ec les relations 


(i5) 


( 


I 


0 


/7l H- 7^3 =r o, 


I — a 3 

H _j_ 



-h /iiH” 


iH 


I — a 


e> 


2 


Dans ces formules, cf^'K^ a^Ti, c^,, t: designent les angles du 
quadnlatere qui correspondent respectivement aux sominets o, r, 

7^3 sont des constantes arbitraires et inconnues 

comme le module A-, assnjetties uniquement a vdrifiei les rc- 
laliuns (i 5 ), il reste done deux constantes arbitraires dont il faut 
fixer la valeur Les theoremes geneiaux etablis j^ai M Schwarz 


Minimaipache Dans le cas ou le qaacliilateie csL rugulier et a scs angles egaux 
la diiTurcnce entre 1 aire clu paraboloide et celle de la siiiface minima esL 
infuieure a ~ de la valeur de I’une qnelconque des aires, de plus, le^ deux 
surtarLS sont tangenies I'une I’aiiUe au point central du quadriltUeie 


i 
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peiinetLciiL d’afflrmicr (n" 13S) qii’il seia loiijoius possible de dc- 
teiniincr ces constanles de maniere a ol)tcnii elTecUvcmcDL, pai 
le quotient de deux soliilioiis paiLicuIicics convenablcnicnt choisie^ 
de I’eqnation (r^), lepicscnlation clieiclieo du qiiadrilatcie 
bpbenque bin la partie supeneiiie du plan 

La repiesenLaLion plane (2) du segment chciche (M) csL evi- 
demment limitee par les cotes dbin rectangle, on aura done 
(n^ 132) 
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271 On voit qne la surface seiait coinplelemenL determiner 
par des quadratures si I’on savaiL integrcr requation Imdaire(ia) 
Painn les formes dilTerenlcs que joent recevoir cette equation, 
nous signalerons la suivante. 

Adoptons poLii la fonction /j, qui pent etre clioisic arl)Uraire- 
ment, une expiession de la foimc 


P = 


£i 

t 


e-i e^L- 

^ p-t — i 


On demon tie aisement que les teimes eu 

pouiiont disparaiLie de I’expiesbion do q 
que fij, satisfassent aux cquaUons 


I I I 

II sutfit, poiu cela, 


(Ci — i)2= aL — 0“== (rj — t)2z=: c/j 


Si Ton prend, par excmple, 


(17) 


P = 


aiH- I 


ot) H- I 
/ — I 




Ui-\- I 

L-t — 1 


j 


on aura 


(18) 


(«!“+- 0(^2 0 (ai-1- !)(«'} -hT)/i'’ 

— I) 

(as -h l)(^i2 Itl X 1 

— 1) t t — I LH — i 
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LYqiiation ( 12 ) pent done se lamenei h la forme snivante 

+(''r P) + (MV -hN')0-o, 

(jui a lie 1 ob]ft d’un grand nombie de lecheiches , car elle esH.i 
plus simple de toutes les cquaUons du second oidre, apics I’e- 
ipiation <lc Gauss donl elle peat (Mie considcrec comme une gene- 
lalis.Uion (I) On n’a pu jnsqii’ici rmlogicr que dans un pcLil 
nonibie de cas parliculicrs , el meure les lesiiltals oblenus dans 
celle soie ne seiaienl pas tonjoius apphcables a la quosUon que 
nous avons a lesoiidre 

'i'i'i Si le quadiilalore gauche a un plan dc symetue passant 
par deii\ soniinets opposes, la surface qiu donne la solution du 
probleine tie Plateau devra necessaii omen t, si clle esL unique 
comme d est natuiel de I’admettie, avoir leineme plan desMiictiie 
([ue lc({uadrilcUere et, [lar conse('[uent, couper ce plan a angle dioit 
Pai suite, SI Ton se pioposede detei miner seulemenL la portion de 
cette suilace qui se tioiive d’un cute determine de ce plan de sw- 
ine' iie, un seia lamene an piolileine que nous avons resolu picce- 


i'} si Ion pienait poui p la ^al^.ul sun ante 


it ^ 2 {t — i1 1 )’ 


nn iiliiK niliait ! < ([Uiition njume clonnce pai riicmanii {Gei>aTiinielle U'CihCj ]) 3ob) 
I II a Ma \aiid!jle u definic pai reqiiaUoii 


t — 

cl qiii iiiMliinictlc “ que pal uu facteui constant, on donncui a cette equation la 
tuniic V.U garlic 


I 

0 iIh^ 


\ ' "ii « 


V cn ^ tin-' £4 * \ ' 


0 


/P ^n-u ■+- 


I, 


/ r-tanl une conslante tiibitraiie quo I’on pent substiluci a /i, Dans un aiticle 
iri'iHc du t XGIV’’ I p iG^j) flcs Comjjtes lendiis, j’ai montiG que Cutte equation 
pent ifili^grtc, pai Tapplication cles belles uiethodes cle M Ilcrmite, dc la 
nKme nianierc que Tequation dc Lamd, quelle compiend comme cas paiLiculicr, 

timles foi5 qne les nornbres a — a — -j a — - sont cnlieis 

' :i - i ^ j ‘ > 



Lc pi\onLLi\rE Di: platcvu 


443 

ilemmenL (n° 2G8) Telle esL la mclhode sluvic pai IM Schwaiz 
dans les Meinoires que nous avons analjses. 

273. Ici se ternimcnt Ics applications que nous voulions donnei 
cle la methodc gendiale Dans cliaqiic cas parliciilierj nous avons 
obtenu le^ valeuts de cr ot dc it cn. fonchon de il '^uffiia do 
poitei ces valcurs dans la loimiile (3) et de donnci a t toiites les 
valeuis dont la pai tie iinaginaiic c“:it positive Mats, pour completer 
la theoiie piccedcnte, d nous icstc a dcinontiei que la suiface a 
laquelle on esL ainsi conduit donne cficcLivement la solution du 
piobleine propose Voici comment on pent etablir ce lesuItaL 
essentiel 

On leconnaiLra d’aboid aisement que Ic segment dc suiface (M) 
n’a aucLin point smgulitr dans son inteiieia Negligcons ce pi emiei 
point, qui apparaitia dc la inaniere la pins claiic dans une autre 
niLthode que nous donneronb an Chapilic smvant, ct qu’il csL d’ail- 
leurs tres aihc dc demon tier II ijulfiia done de pioiivei que la 
combe liinilc du segment (M) se compose de dioiteset de combes 
planes, et qii’elle pent elre identiGee avec le cuntoui donnt^ a 
pi loi i dans cbaqiic cas paiLiculier 

Poiu le dcmontrci, nous donnerons a L les valeuis leellcs, qui 
foiirnissent tons les points dc la limite du segment, et nous sup- 
poseions d’aboid que t vane seulement dans rmteivalle auquel 
doit correspondre unc dcs dioites [fl) du contour 

D’apres la determination de c, la portion considciee du con- 
tour, etant lepiescntce sur le plan pai line paudlele a rune des 
bissectiices des aA.es, scia neccssaiiemeut ime ligne asjmpLoLique , 
et, d’apres la deteimination de ii^ cettc ineme poiLion du con Loin 
auia pour lepiesentation spbeiiqiie un arc de giand cercle dont 
le plan sera peipendiculaiie a la dioito (c/) Oi toute ligne asyin- 
ptoLique qui admet im grand ceicle pour representation spluh’iqne 
est ntcessairement une Imne dioite cai les tangentes d’une 
ligne asymptoliqiie sont perpendiculaires a celles de sa lepiesen- 
lation sph^iique, et, par consequent, ellcs seront ici toutes per- 
pendiculaiies an plan du giand ceicle Ainsi celte portion du 
contour de la suiface trouvee (M) sera une droite, pai allele 
a [cl) 

Considdroiis inaintenant run des inteivallcs ponr lesquels la 
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poilion dll contoiu doiL se composer crnneli»nc plane biliice dans 
un plan (P) D’aprcs la JeLci miiialion de cr, cetLe porlion da con- 
tour aiita pour repiesenlation plane une droiLc pai allele a Pun des 
a\es cooidonnes etseia, pai consequent, line ligne de coiubure, 
d’apres la \aleiu altribiiee a ccLLe ligne de combine aura pour 
representation spheiique im aic dn grand cercle clont Je plan esL 
parallele a(P) Donccette poition da contour de la siirlace Irouvec 
seia bien une combe plane siUice dans un plan que la surface cou- 
peia normalement et qui sera pai alLHe an plan (P) 

On volt done que, dans chaque cas paiLiculier, la suiface nii- 
mma obteniie sera limitee par une cliaine coinposec de dioiLes cl 
de plans, paralleles a ceu\ qui avaient etc choisis a pnoi i Mais 
ici se presente une secondc question. 


27 i Les diiections des dioites el des plans qui composentle 
contoui de la surface obtenue sont bien celles des dioiLes ct Jes 
plans de la chaine donnee Mais la solution ne contienl pins 
qii’unp constante arbitiaire, celle qiii entre en facteiu dans a cL 
qui est toiijours leelle (K dans les premiers exeinples, II dans le 
deiniei K et, pai consequent, elle ne pent donner que les suifaces 
limilees par im certain contour ou par tons les contours hoino- 
tlietiques Or il est evident que deiiN: chaines, idles que celles 
consultiees pai jM Schwarz, ne sont pas necessairenient iden- 
liqucs ou lioinothetiques des qu’elles sont coinposees d’elements 
paralleles Supposons, poui fixer les idees, que le contoui ne sc 
compose que de droites dont la direction soiLconnue Le theoienie 
des projections donneia seulement trois relations entre les Ion- 
gucuis des cutes Si le noinbrc de ceux-ci est supeiieiir a 4» si 
1 on a pai exeniple un hexagone, il y auia une infinite d’liexagones 
non lioinothetiques dont les cotes seront paralldes 

On A OIL done que les lypntheses faites precedemment sur la 
surface clieichee sont trop limitatives Alois meme qiPelles pour- 
laient etie mamtemies dans tons les cas, elles ne clonneiaient la 
solution du piobleme quepoui des contouis speciaux Elies pour- 
rout ^irc acceptees et donneront certainement une solution du 
probleme quand la foime de la cliaine sera detemiinee pai la 
direction de ses elements e’est ce qiu a lieu dans tons les 
exemples precedents , mais, dans le cas ou la direction des elements 
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ne siiffit plus a cleLcrmmer les lapports cle Icius longueurs, dies 
seront Lrop speciales el ne pouriont concluiic a des suIuLloiis 
geneiales II faut done reprendie la solution du piobleine, e\a- 
jninet la signification dcs difleientcs hjpothijses que iious avoiii^ 
faites et leclierclier celles de ccs hypotheses auxquellcs il faiiL le- 
noDcei 

273 Nous avons admis que I'mlegialc c- on e^L 

line fonction fiiiie ct nnifoune dans toutc relcndiie du seiiinenl 

O 

(M) que Ton ^'eut detciminei Nou^ aliens voir que, inenie on 
cxcluant le cas on Ja siuface (M) auiait dcs points singnlicrs, il 
faiU admctlie qu’il peiiLcMstei des points [lai Liculicrs du segincnl 
(M) qui scroat dcs points ciiLiqucs de cctle inLegiale, en soitc 
c[u’elle cessera d’etie unifoiine 

ImagiDons, pai exemple, trois plans, designes par Ics nuiULiO'. 
d’ordie i, *3, 3, so coupant suivanLiinc dioitc (d) et foimant ain^sj 
si\ angles diedrcs que nous supposcioiiis egau\ cntie eux, a>anl, 

par suite, poLii valeur commune Gonstiuisons un segment de 

droitc Lerniine aiiM plans i et 2 Si Ton pi end le s}metijquc de cc 
segment pai lapportau plan 2 , pms les syineLiicjLies des deux seg- 
ments ohtenus par lapport aux deux plans i et 3, on foimeid un 
liexagone gauche done d’unc cciLame legularitc, admetiant la 
dioite (d) pour axe de symctric tcinaiio La suilace inininui 
Jimitce pai les cotes de cel hexagoue jouiia cvidcmment de Ja 
meaie propriete, die sera normale en un point p a la dioilt (d), 
qui bCia aussi pour elle un axe de synietue tCLiiaire Pai suite, si 
I’on I orte I’origine des coordonin'es an point p en pienaiiL la dioiic 
(d) pour axe des il sera impossible que le devdoppeiiient de 

suivant les puissances dc x et de r commence' aux tenner du 
second degre, aucune siuface du second degie a coiuhiiies oppu- 
sees dajant un axe dc syiiK^tiie teuiauc II n’est pas impossible, 
ail contiaiie, que le developpement de :: commence aux leimes du 
tioisieinc degie Le point p ne cesseia pas d’ctie simple, mais 
Tequation difleienticlle des Jignes de couihure et celle des lignes 
asymptotiques s’y piesenteront sous uiie loime iiidcteiminee 

276 II faut done consideier ces points jioiir lesquels Tequation 
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de la suiface rapponee a des axes convcnablemenL choisis piend 
Ja foimc suivanLe 


(20) j r, j j + 

cpi(z,, j ) designanL un pohndme liomugene dc degrc i, eL ?i pou- 
vant etie supciieiu a 2 

Oil ^eua facilement, en pienanL les Lcrmes de degre moindre 
dans TcquaLion aux derivees pai liclles dcs siufaces minima donnee 
au 176, qiie Ton doit avoir 


En clioisissanl convenablenient I’axe des on poiiria done 
piendie 




a designant une constante leelle Posons 
( 21 ) x—yi=r^, 

on am a 

Les valeiirs de ii et de u^ relatives a Poiigine peuvenl etie sup- 
posecs niiUes Pour recoiinaUre comment s’exprimenL u et ^{u) 
dans le voismage de ce point, on pent employei la methode sin- 
vante 

L’line des lignes de longueui nulle passant par Torigme est 
lepiesenlee par les equations 



L equation diffeientielle de cette ligne est d’ailleiiis 
cl^ dr^ -+■ dz^ — 0 
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ou, eii icmplaranL cU^ pai leuis valeuis clcdiiiLes cles formiiles 
precedenLCb, 

On tiie de la, c designant I’nniLe posiLive on negative, 


cc cjui donne pour it une \aleiir de la forme 
(^►3) Zi + , 


les tcimes negliges cLant, pai lappoit a de clegie snpeiieui 
\ n — I Si Ton poiLe cctLe valeui de a dans requation 


( 24 ) 


eVi 

clc, 


iC-, 


on am a l’6qiiaLion djirerenLiclle suivante 

dt\ 

La valeiiL dc ^ qui salisfait a ceLte ecjualion cL s’annule pom 
= o seia, comine on sail, de la foime 


( 25 ) 

P(/^;) designanl, suivanL nos conventions, une sciie ordonnee siii- 
vanL les puissances entieres cL positives de et qui no s^anniilc 
pas poiu /“j ~ o On deduit de la et de la foiinule (aS) 

Pi(rj) ayant la menie sigiiificaLion que P(o) En icsolvant pai 
rapport a on Lrouvera 

I 1 

(lb) r, = u^-^P2{u'^~^) 


Si Ton difterentie mamtenant ceLtc equation, en lemplacant dri par 
sa valeur ^{u) duj on aura 

2 — n I 

(. 37 ) ^{u)=U~^P 3 iu~') 

Telle est la forme clc^f(f/) qui conMenl an poiul consideie, etil 
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est aisc de demoatrer que, reciproquenient, Loate valeur de cettc 
forme donne lui point simple pour lequel le developpement de r 
a la forme (20) 

Faisons en effet 

u = 

les formules du 191 qui defimssent la surface deviendront ici 

— l)rjl jT ([— P 

y = Oi — 

z={n — i)r^\ ^ 2P'^-iPj(p) 

*'0 

Comme Pi((^) contient iin terme constant, les valciirs de x ct 
de y so lit du premier degie par rapport a r et a sa conjugnee 
On pent Loajouis les resoiidie par rapport a ^ ct a ct poi Lcr les 
valeurs obtenues dans , les premiers teimes de ^ serontbicn du 
deg re a en .7: et en j 

277 Iniaginons raaintenaut que Ton ait represen Le la suifacc 
cliercbee (M) sur la moitie supeiieuie du plan (') Soil t la ba- 
ilable comple\e icpresentee sur la moitie supeiieure du plan et 
soit a la valeui de t relalne au point considi^ie de (M) Les cooi- 
donnees x etj' de ce point seront developpables siuvant 16*5 ptns- 
sances de t — a de la quantite conjugiiee — «i , et elles con- 
tiendionl necessairement les premieies puissances de ces deux 
quantites D'ailleuis, comme la variable ^ qui figure dans les foi- 
inules (28) est le paiametre d’une ligne de longueur nulle, elle 


^ l([H- p2/i-2)P3((>)c^(j, 

u 



(’) KtiinL donnee une poiLion de suifjrc qiielronqiie (M) a connevioa simple, 
peuL-f}ii la lepieseiitci sui la jiaiLic supLiicuic du plan^ La pioposition qui ic- 
>u\ic d anc iLponsc at^nmaU^e ci cclte question n’a pas encoie etc ctablie, niais 
nous ciojons, a\ec M Idem, que Icb ic( heiclies leeentes relatives an piincipe de 
Diiiclilct pouiiaienl, sans tiop de lonqueius, en fouiau une domonsliaLtuii n- 
f^oulcube Dans le cas des surfaces minima elle a etc tnoncLC dans les aiLicles si 
&uu\enL ciLls de M Weieistidbb, et Ion pourtaiL la fane deiivci de be\isLeuce ct 
dcs propiiLlLS de la rcpiUbentalion spliLiiqiic de la sin face Pom abic^ci, iiuiib 
1 <HlinclLi ons in 
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sera foiiction soil de t, soit de t[ En eciiaiigeaiU, si cela esL ne- 
cessaiiej la partie infeneure et la paiLie supencure du plan, on 
pent toujoms supposer v fonction de t Cela pose, il faiidra que, 
des deux integiales 





qiu enlrent dans Ics expressions de x et de y ct qiu soul deve- 
loppables siuvant les puissances de ^ — a, I’une contienne la 
premiere puissance de ceLLe quantiLe Ce seia evidemmeiU celle 
qiii cst dll degre le moms ele\e, cLl’on poiina poser 

r P 3 (y) fZp = (^ — a) -- «) 

En integrant par rapport a pct enresolvant, on deduira de ccLle 
equation la valeur siuvanLe dc p’ 

v = {t — a)Vi{t~a), 

ou, en reniplacanl p par sa valeur on fonction de 
(, 29 ) u==^{t — Pi a) 


Gomine on connait deja Pexpression ( 27 } de r3^(z^) en on con- 
clura de Tequation precedenle 


( ^ /ch\- fdu\- 
\cU ) ~ \du) \dt ) 


= 2 


dii\ 

n) 


ou, en subsLituant, 


(3o) 

Telles sont les deux formules qui permeltent de determiner la 
forme de et de a- dans le voisinage du point t = a 11 nous reste 
a indiquerles proprietes geometriques qiii en lesultent, et pour 
la representation sphtoque (S), et poiii la lepresentation 
plane (5) 


278 D^signons par a le point de (M) qiii corre: 3 pond a la 
valeur a de t et par a' sa representation siir la sphere, soient p un 
point de la suiface, ti^s voism de a, et p' le point correspondant 
D — J. 29 
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delci splieie Loisqiie le point p decrit im petit cercle aiUour dec/, 
rargiiment de t — a angmente de 2?: D’api’es la founule (agj 
rargiiment de u augmenleia de 2(/^ — Ott: et, par conseqneiiL, le 
point \J^ feia n — i tours autour de c/' On voiL que le point seia 
iin point de lamification, d’oidie/i — 2, do la surface deRieniann 
qiu loinic la lepiesenLation spheiique de (M) Aussi, dans la 
suite, donneions-noiis aux points tcls quo cf le nom de points de 
f Cl mi fit a Lion cVoiclre n — 2 ('j Si le point a sc troine sui le 
contour de (M), le point p de la suiface, situe dans rmteiieur de 
Taiie, nc pouria faire qii’un demi-toui autoui dc c/, et cela quand 
on pabsera de la par tic du contoiu qiu precede a a celle qui le 
suit Alors Ic point conespoiidant dc la sphere fera seulemexit n — i 
demi-lOLiis 

Supposons d’ahoid 11 egal a 3 011 , plus geneialement, n impaii 
Lorsque le point p parcouil cette portion du contour qiu est 
voisine de c/, le j)Oint p^ parcourt un arc de giaiid cercle passant 
pai le point conespoiidant Si le point p decnt a rmteiieur de 
(M) un demi-ceicle, en passant de la paitie du contoui qiu pre- 
cede a a celle qiu le suit, le point p' deciira un n ombre entiei 
de lours, et reviendra, par consequent, sur la paitic de i’aic de 
ccrcle qua piecede c/' II y auia done un 1 ehi oiissemenL dans le 
mouveinent de p/ sur I’aic de cercle Si la portion consideiee du 
contour de (M) est lectihgne, cela signifie que la norinale a la 
surface, apres avoir toiirne daus un sens Lien deteimine et tou- 
joius Ic mtme autoui de la droite, corarnenceia a louinei cii sens 
contraire Si cette paitie du contoui est nne ligne de coiubure 
plane, le mouveinent de la tangente ebangera de sens et I’on 
passeia par im point d’lnflexion 

Supposons, au contraire, n pan , il y aura un simple 
ment dans laiotation de la normale si le contour est lectiligne, 
et un sommet de la courbe si le contoui est une bgne de cour- 
biue plane 

279 Relativement a la representation plane (5) definie par la (*) 


(*) Ricmana s’est Jjoint: h consiclerer Ic cas on 71 — 3, en indiquanl que Ics 
points les plus gcnciau\ peuvenL ^Ire formas par la leunion de plusieuib de ces 
points paiticuiieis 
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fonction (T, on peuL obLenir rles conclusions toiU aussi piecises 
Si n esL impair et si le point a csL clans I’lnlerieiir de Tdiie, on 
aura, d’apres la foimule (3o), un point critique I = a pour Tinte- 
grale a- Par cons(5c{uenL, cetle integraJe seia multifoimej eL la 
representation plane se composeia crime seiie de portions se 
leprockusaut periodK|ucnicnt On i oit ainsi qtie V Ji) potliese rV luie 
1 Gpi esentation plane pai faitement limitee ne stnu ail convenii 
a tons les cas Si le points cstsur le conloiu de I’aire, la fonctiou 
c cesseia d’etre niulliforme, niais son argument augmenteia de 

loisqiie t passera pai la valcui a Pai consequent, la 

jiortion clu contour dc (Mj sur laqiiellc se Lroiue Ic point c/, an 
lieu d’etie rcprcscntee par unc seule droile, le seia pai dcu\ seg- 
ments perpencliciilaiies Fun a I’autre 

Supposoiis, ail conliaiiCj n pair Si Ic point a csl dans Pin- 
lencur de Fane, la representation plane (^C) admcttia un point 

de ramification cFoiclic ^ — i Si le point c/ csL sui le coiUoui, il 

■) aiua simplcmenl un ^iationnement ou uii t ebi oussement sui la 
ligiie dioite parcouiuc par le point dc (^) 

280 II nous reste maintcnant a evaminei les modilications, 
cFaillenis tres simples, 'qu’il faudia fane subii a la melbocle gene- 
rale par laquellc noiisi avons doteinune les deux foncLions u et c- 
Si Fon reprend la suite de raisonnements de\cloppec an Glia- 
piLie IV du Li\rc II, ct si Ton Licnt compLe des smgnlaiutes qiu 
lesiiltent pom ii et poiii C7 de la piesence des points de laniifi- 
calion, on verra que chaqiic point dc ramification d’oiclie a — 2 

in trod nil a siai piemen t dans facteui 


etantla quantile conjiiguee de a), s’ll est situe dans Finteiieui 
de Faire, ou le facteiir 

s’ll est sitne sur le contoiii el si, par consequent, a csL leel 
D’ailleurs le clegre total de ($)” devra toujoiiis etie egal a —4 
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lorsque la valeur ^ = ne corresponclra ni a un sommcLj ni a nn 
point de lamiGcation 

PoLir determiner la fonction il faudia ajouLer a I’expiession 
de ^j, donnee an n° 134, dcs teimes telb que les suivants 

J3i le point de laniification est dans Fin ti^neiir de (M), et seulemeiit 
la moitie de ces ternies 

1 I — (;i— -1)2 h 

~ . , -H j 

2 — a t — a 

si le point se troiive siir le contour Quant aux angles du polygene 
sphenque etaiix valeurs de /?, on les dclerminei'a dans cliaque cas 
en se faisant ime idee de la forme de la suiface clicrcliee, e’est- 
a-diie en lesolvant, pour eviter des LatonnemeiiLs, un probleme 
plus oil moms difficile de geometrie de situation On pourra 
etudier a ce point de Auie Fexemple donne au n° 27S . si Fon xeut 
determiner la representation sphenque de la surface, on pent 
hesiLei entre deux hexagones; mais on reconnait aisenient, et de 
diCFerentes maniercs, qu’il fant clioisir celui qui fait deux fois le 
tour de la sphere. 

Nous ne developperons pas davantage la mdthode precedente 
qui piesente encore des lacunes et qu’il n’est necessaire d’em- 
ployer que pour nn seul des exemples trait^s par Riemann, le 
troisieme de ceux qui sont signal6s au n^^ 262 Dans le Chapitre 
suivant, nous aliens proposer une autre solution, qui se rapproche 
peut-etre de celle de M. Weierstrass, et qiu repose dans tons les 
cas sur de Lelies forinnles dues a cet illustre geometre 
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ClIAPITRE XI. 


LES FORMIJLES DE M XVE I E US T R A b b 


01 me noiivelle, due a M WcieisLiass, sous laqucllc on pent mcttic Ics equa- 
lious qui definissent une suifacc minima — Foimules icltUi\e3 a une tianstor- 
niaLion de cooidonnecs on ti nn deplaccment de la siiifacc — Equation liUL-aiie 
du second oidic A Jaquellc saLibfonl Ics deu\ foncLions G et >I — Definition 
d UQC famille dc snifaces minima — Application ii la dcteimination de la sur- 
face minima passant pai iin contoui donnd Foimation dc 1 equation Imcane 
coi respondante a celtc suifacc — Indication dcs questions qiu icsLeront a le- 
soudie apics la foimation do ccLle equation — PiopiietC'i {jeomctriques de la 
farnille de sin facet, minima d6fime pai cette equation 


281 Reprenons Ics equations ilti n'" 191 

I J* (i — iL- j ^(ii) du. 

y =r^jl J 

^ du. 


du. 


lIi definissent une surface minima reelle, et supposons qtie Ton 
ilistitiie a la variable md^pendante it ime fonction quelconqne 
de u Si Ton veuL drudiei, par exemple, une portion limitee de 
surface, a connexion simple, et si on la suppose leprescntee stir 
parLie siiperieure dii plan, t pouira etre I’affixe du point du 
an qiii correspond an point de la surface, mais, poui le ino- 
ent, nous supposerons qiie la nouvelle variable t ait (^te clioisie 
une maniere quelconqne Cela post5, si Ton mtioduit les nota- 
)ns nouvelles 


) 


u — — 


G(n 


^^{u)du=^-inHt)dt, 
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les equations (i) prendrouL 

la forme siuvante 



f7[G2(o-ip(0]' 

(3) 

11 

f [GHO + IIKO] 


( ^ = c'Jl 

f 2iG{t)U{t}dt, 


dt. 


qm a cLe clonnee par M. Weierstrass (' ) 

Des formules ( *? J, qui servcnt de definiLion a H (^) et a G (i'), oa 
deduiL les siuvantes 


(4) 






iiCx'— Gir 


ct 


(4a) da- = idiG' — GW )di-j 

O' eL H' designant les deinees de G eL de H par rappoit a t Pai 
suiie, la fonction c defmie dans le Chapitre pi'ecedent aiua ici 
poui cxpiession 

( 5 ) j = y v'iJ(HG'-GH') dt, 

I’eqwation difTereutiellc des lignes asjmptoUqucs (n® 197) de- 
viendra 




GH')c;i2=o, 


el celle des lignes de couibure sera, dc ineme, 

(7) dlfHG~GH')c/f2=:o 

Nous allons mam tenant cliercher comment se transfornieut, 
a^ec les notations nouvelles, les equations relatives a un deplace- 
ment de la surface on a im changement d’axes cooidonnes. 


5i8'2 Repienons les formules, donnees aux 198, 199, 
ro\ ?}iv~hn \ 

(8) 7,7"— 9(^)='’KfO , 


0 - 


(‘) Monatsbei ichte dei K P AkademiCj p Gi 2 ct suiv , rS66 
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qui cleQnisseiit le rleplaccment On pent ccrire la seconde soub la 
forme 


(9) 




Si Ton designe par G|(^), Hi(0 les valeuis nouAclles dc G(^), 
H(^), c'est-a-diic les vaJcurs de ces foncLions relatives a la sur- 
face deplacee, on aura, d’apres la definiUon mcme de ces (.[iian- 
lites, 

(10) dv = ~tn][t)dl 


En portant ces \aleuis dans la premiere equation (8) ct dans 
Teqnalion (9), on troiivcra 

G ( / ) _ m Gi ( 0 111 ( O 

H(^) ;izon2(^:) -h /ioGi(0^ 

TTV/^ ~ 5TP(0HK0 
ouj pins simplcment, 

y/o \/rj 

11(0 = -^ C ,(0 + 5 - H ,( 0 , 

V/ 0 \/o 

e radical y/o ponvant etre pus, soit avec le signe -f-, soil avee Ic 
signe — Ce double signe devait naUirelleineiiL se piesenler, car 
a forme (3) doiinee auM equations qui definissent la surface n’est 
Das alteree si Ton change a la fois le signe de H et celui de G. 

Comnie 0 desjgne, dans les formules prccedenlos (n'-'* 198), le 
IcterminanL 

7717710 -h n7lQ^ 



)n voiL qne le detei minaiit de la substitution luieaii e defuiie 
XL?' les formules [ii)est toujoius egal d Viuiite De laresiillc 
e Llieorcme suivanL 

Un deplacement de la surface minima^ oii plutot iin deplace- 
nent de la combe iiiininia definie pai les equations 

n) y==:/cG2-}-Pl2)^/^ Z = f<llG\1dt, 
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se trad Hit pen line substitution luieaue^ au detenninant 
effectuee siir Q{t) H| et G| designant les nouvelles 

valeuis de H et de G, on a 

V' 0 y/o 

ri(0=^:Gi(0+'-^H,(0, 

yo yo 

Si le deplacement est reel, et n^ soiit / espectwement les inia- 
ginaires conj iiouees de in et de a 


283. La proposiLJon si simple quenoiis venons d’etablir conduit 
immediatement a line consequence importanLe Foimons I’equa- 
tion du second ordre 


(i3^ 


iV- 0 r/0 


- 4 - 0 = 0 , 


qui admrt comine solutions par Liculieres les deux foncLions G(^) 
etH(^), il lesiilte du tlieoteme precedent que cette equation de- 
nieuieiala memc lorsqu’on deplaceiala surface d’unemanieie quel- 
conqiie dans I’espace II est done natuiel de se proposer la ques- 
tion siiivante 

Gonsiderons line equation lineaiie du second ordre donnee a 
pi ion, et prenons pour G(^) et H(^) deux solutions particulieres 
qnelconques de cette equation On aura ainsi line infinite de sui- 
taces minima qiii dependiont de quatre constantes arbitiaires^ pou- 
vant etre imagmaires Nous dirons que ces surfaces formeiit une 
meme fainille Peut-on passer d’une de ces suifaces a toiile autre 
par un simple deplacement ^ Ou, sM n’en est pas ainsi, quelles 
sont les relations g^om^triques entre les djff^rentes surfaces de la 
meme famille*^ 

Pour repondre a cette question, il siiffit de remarquer que Ton 
passe d’une des surfaces a toute autre de la meme famille en effec- 
tiiant siir G et H la subbLitiiLion lineaire la plus g^eneiale Or une 
telle substitution res like tonjours de la composition des deux sui- 
V antes 

G = aGij H = aHi 
et 
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ou a el cf clesjgneal des quantiles reelles, avec une subsUtiUion 
quelconque au dt^termmanL + i 

La premiere de ces trois subbtitiUions ddfmitime transformation 
homotht^tiqiie a pole el a module reel, suivie, si I’on veut, d’nne 
trans>laLion Elle aura done pour effet de remplacer la suiface 
minima par nne surface liomolhelique 

La seconde definit une tiansfoi ination homoLlictique a pole reel 
eC a module imaginaire, en sorte que les modules des deuv tians- 
formations appliqu6es au\ deux combes minima dont la transla- 
tion engendre la suiface sont iniaginaires conjugues Si Ton sc 
I'eporle au commencement du Cliapitic V, on reconnait immedia- 
tenient que les surfaces ob tenues sont les surfaces associees a la 
SLU'face primitive. On aura, en particulier, la surface adjoinle si 
Ton piend 

(i4) Gi=v/rG, II,=:/7lJ 

Eiifin la subsLituLion au dcteiminant -h i dcfinit uii deplacement 
qui est generalement imagmaire 

En reunissant les resultats precedents, nous obtenons lareponsc 
suivanle a la question proposee 

Toutes les surfaces reelles d’une meme famille se clMuisent de 
I’une d’elles par remploi des deux operations suivantes . tiansfor- 
mations liomotlidtiqnes a pole rdel et a modules imagmaiies con- 
j agues, appliquees respecLivement aux deux combes minima dont 
la translation engendie la surface, deplacements imaginaues con- 
jugues respectivement appliques a ces deux courbes La premiere 
cle ces operations donne les surfaces homotheliques des surfaces 
zissociees a la proposde. Quanta la seconde, elle n’a pas encoie 
3te etucliee avec tout le som qu’elle parait meiiter En geneial, 
’etude des surfaces minima qui con espon dent a une meme eqiia- 
ion lineaiie du second ordre presenterait, au point de vue analj- 
ique aussi bien qii’au point de vue geomdtnqiir, im tres giandin- 
eret 


284 Nous venons de voir qu’un deplacemcnt de la suiface se 
radiiitparime substitution Imeaire, au determinant + i , effectuee 
ur G et H, on reconnait aisement que I’op^ation plus complexe 
)ar laquelle, apr^s avoir d^place la surface, on jorend sa symetrique 
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par rapport a un plan, se traduit cle mi^me par la subsLitulion, au 
determinant — i , 

1 G(0 = -^g,(o-h-^h,(o, 

[i5) ) 

\ V' 0 V 

ou 7?ioj /io '^onl les conjugaees de ?7i el de /i quand la transfoima- 
tion est leelle 

Pour obtemr, en effct, par rapport a un plan donnc (P), la sy- 
metrique (F, ) d’une figure (F) que I’on a deplacee d’abord d’nne 
niameie qiielconque, on pent evidemment prendre la sy me tuque 
(F^) de (F) par rapport a un plan paiLiculier et soumeUre ensuile 
(F') d un dcplacement convenablement clioisi Or, si Ton eflectue 
ici la transformation 

G(0 = G,(0, Il(0==-H2f0, 

la cooidonnee :: de la surface change seule de signe, et cctlc sur- 
lace est lemplacee par sa symetiiqiie relativement au plan des uy 
Si Pon applique ensinte a et a PL les transfoimations qiu ca- 
racLerisent un deplacement reel, on obtient effectivement la sub- 
stitution, de determinant ~i, d<^finie pai les foimules(i5) 

Nous aurons a emplojer dans la suite les formes canoniques 
des substitutions lineaires (ii) et (i5) , on les obtient sans dilfi- 
culte de la mam ere suivante 

Nous avons deja remarqu^ que, si Ton considerc la rotation de- 
iime par la substitution Imeaire 

mp -h 71 
u— — 

7110 —• ii-o ^ 

et Si Ton piend pom axe des ^ Paxe de cette rotation, ou doit faire 

— l- -J-£- 

71~ nQ = Oj 711 — c ^ ^ mo ~e ^ , 

a desLgnaut Pangle de la rotation Si Pon intioduit ces li} potlicses 
dans les formules (it) et (id), on trouvera 

G(0 = Ef?~'^Gi(0, 

Hi(0, 
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pour la forme caiioniqac cle la siibstitaLion (iij, cl 

— 

GfO= 

= n,(0, 

pour la forme canonicjne cle la subsUtLiUon (ij) Dans ces deii\ 
s^sLemcs cle forimiles, s clesigne runiie positive oa negative Les 
dernicies mettent eii evidence Ic theoieme suivaiUj ancj^iiel on 
parvient aussi pai la Geometric Tout deplacement siiivi crime 
transformation par sym^trie relative a im plan quelconcfue ec[ui- 
vaut a line lotation d'angle fini autoiir cl’ Line dioite, suivie d’line 
tianifoimation pai symetrie relative a un plan pcipendicnlaiie a 
la dioite 

28o Nous allons apphquei les lemaiqucs prececlentes a la it- 
solution du probleme etudie dans le Cliapitic piececlent, e’est- 
a-dne a la deteimination du segment cle suiface minima (M) 
limite par la cliainc dc plans ct cle dioites cjiu a ete eleja definie, 
mais nous presenterons d’alioul Ja lemaiquo suivanle, qiii sim- 
plificia la solution 

Imagiiions le segment do suiface ('N'), adjoint a (M), ct cliei- 
clions comment j 1 sera liinite D'apies Jes propiietes donnees au 
ClidpUre V (u^ 211b les plans tangents au\ points coriespondanls 
Jes deux: segments seronl parallcles, et deux; elements correspou- 
dantsseiont toujouiis perpendiciilaues II suit cleL'i qu’aune clioiLc 
(<rZ) limitaiiL (]M) coiiesponclra neccssaiicment sur (N) ime coiirbe 
) dont les Langentes sciont perpcudiculaircs a Ja dioite La 
courbe (C) sera done sitiiee dans im pJan(P) perpendiculane a la 
dioite, et le plan tangent a (N) en chaque point cle cette combe 
seia necessairemeiU pai allele a Ja droite (cZ), c’esl-a-dire perpen- 
diculaiic au plan (P) Ainsi, a ebaque dioite (rZ^ limitc de fM), 
coriespond line courbe plane (C), hmile de (N), ct cette combe 
cst situee dans iin plan que la suiface doit coupei noiinalemenl 
On demontrera tout aiissi facilement qu’a cliaqne courbe plane, 

Iimite de (M), coirespond une droiLc, Iiniile cle (N), et Ton pent 
enoncei la proposition smvantc 

Le segment adjoint (N) est limite pai une cliaine toute pa- 
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, eille d celle cjm lunUe (M) , deux elements co7 / espondants des 
deux chaines sent toujouis d'espcce differente et soul pei pen- 
diciilctii es Van d Vaiitie 


Celapose, consideions la representation conforme clu segment 
(M) sin la paitie sup^iieine du plan, et prenons mainienanl pour 
f la variable complete qiu ii^alise cettc transformation, c est- 
;.-dire I’af/Kedu point de la partic supeiieuie chi plan qiu coires- 
pond an point de la surface; G(i) et 11(0 sciont alors des onc- 
lions qu’il faudra determiner, au moms pour ionics les valeurs de 
idont la parlie imagmaire est positive Nous avons vu que, si 1 on 
passe au segment adjoint (N), il faut los multiplier I’lme cl I’aulic 

par 

Fornaons rec[iiation du second oidre 


(iG) 


fZO 


^ 0 = o, 


a laquelle satisfont G et H Les coeKicicnl. /a cL rj sonl des fonc- 
tious dc t dcLeinunees par les formiiles 

GH'-HG' G^ir-irC" 

^=-Gtr — HG'’ 

D'apres les lemaiques prececlentes, ces loncLions noLivellcb ne 
cliangent pas lorsqu’on deplace la siiiface (ftl)? lorsqii on la 
remplace par son adjoinle Ces piopnetes sont tres importanies 
ail point de Mie de la question que nous avoiis a resondre, dies 
permettent de substitiier, avec de grands avantages, I’etude des 
Ibnclions p el q d celle de G et de H, on poiiiia, en eflet, dans 
Fetude de p et dc q^ onenter le contour donne de la nianiere qm 
sera le plus commode, ou encore substiLiier au segment (M) le 
segment adjoint (N ) 


280 Prenons d'abord nn puint a Pinteiieur de (M), coirespon- 
dant a ime 'saleur imaginaiie a de t On pent choisir ce point 
pour engine et prendre pour axe des jz la normal e en ce point, les 
coordonnees x, r, d’lm point voisin de la suiface seroiit deve- 
loppables suivant les puissances de t — a et de la quantite^ con- 
juguee — Ui, etles premieres puissances de ces deux binomes 
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cleviont apparaitrc dans Tuii an mojns de ces developpemenLs. 
Pai suite, les Liois integi'ales 

f G^-(ndt, I G(t)ll(t)dt, f ll\t)dl; 

. 'a n dti 

seront developpaliles siuvant les puissances enLzeres de t — etl’un 
cies deux devcloppemenls an moms devra contenir la 
puissance de t — a Comine la variable a doit eUe nulle ou inlinie 
a Torigine, d’apies la diiection attribiicc a I’axe des s, il lesultede 
I’expressioii (2) de qiie I’une des fonctions G(i:), n(;) sera inG- 
niment petite par lapport a Taulie Soil, pour fixer les idees, H(^) 
celle dont le degre estle moms eleve. La derniere des tiois mte- 
giales precedentes seia celle qui aura le moindie degre et qui 
conticndra, par consequent, la premiere puissance de t — a On 
pourra done ecine 

^ \V-{t)cU=^{t — a)V{t — a), 

*' n 

ou, en dilferentiant, 

(18) 11(0 = 

P ayant la signification que nous lui avons toujours donnee, c'est- 
a-dire representant line seiic oulonnec suivant les puissances 
positives de t — dz et ne s’annulant pas pour t = a. 

Quant a il sera determine par la formule 

da 

d’ou Ton de^duira, pai la diffeientiation et la substitution de la 
valeur de H, 

(iSa) = ^ 

11 etant un nombi'e entier au moms egal a 2. 

D’apres ces developpements, on voit que le point t = a est ne- 
cessaiieinent im point ordinaire de fiSquation lindaire toutes les 
fois que n est egal a 2 Si /i est ( 5 gal ou siiperieur a 3 , ce sera an 
contraire un point d appai ence singiiliere Le point corres- 
pondant du segment (M) sera alors un de ceux auxquels nous 
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avons donne (n° 278) le nom de points de ) amification Eu 
leunissanL les dcLi\ cas, nous pouvons eiioncci' ceLle prtimieie 
proposiLion 

U ccj nation lineau e n^aiiia quo dcs points oi dinan es oa des 
points a appaicnce siiigiibeje pom Louies les valciu s de l qiu 
sont lepiesentces pm des jmints de la pai tie supeiieiu c dii 
plan 

Si, des expressions cle G et de H, 011 cleduit celles dc p eL de q^ 
OR tiouvera 

( 7 ? = ~ ^ -T-A~rl3( / — «)-+- 

, 1 i — a ^ 


les coefficieius A, A, B, pouvanl cue mils On aura de 
nieme, en subiLiLuaiU les \aleLiib dc G cL de II dans les eqnaliODs 
( 2 ) cl( 5 ), 

(T9«) e- = (i — P (/ — «;, ^ _ ^)«-2 P(^ _ a) 

287 Examinons inamtenant les points siUies sui Ic contoiu de 
(M), et supposons d’abord qiie ]a poiLion dii contour consideree 
SOIL line dioitc [d) Clioisissons les axes de telle maniere cjue {d) 
soit parallele a Taxe des j) Si Ton sc deplace sui la dioite, t 
prendra des valeiirs leelles comprises entie les deux Aaleuis aj,, 
qui coriespondent aux deux sommets du contoiu situes sui 
{d)^ et les difleienlielles dx^ dz deviont etie nulles On sera ainsi 
conduit aux deux equations 

= c)\zGlJ = o, 

oil, eii designanl par G| et 11, les imaginaires conjuguees de G et 
cleH, 

g^--h^- = g;-h?, 

GH= GiH, 

On dediiit de la run des systemes 

I G = £G„ I G==-szH„ 

= (H= szGi 
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,li £ clesigne rumtc, positive ou negative Le second doiL eiie 
carte, cai il conduiraiL a requation impossible 

GGi -H nil: = 0, 

{ d’aillciiis li donnerait c/v = o II reste done sculement Ic pie- 
iiiei, d’oii Ton conclul qiie les qaantites 

(J— '■WTT (1— EliTT 

c ^ G, c 11 

ont egales a leuis conjiiguces cL sont, par consequent, reelles 
Ainsi rcqualion lineaire doit admettie, pom Louies les valenrs 
eelles de l comprises entre cif, et clciix solutions parliculieies 
eelles 

La meme conclusion, a lieu loisque la partie considei(^e du con- 
OLU cst line des couibcs planes situees dans les plans que la sui- 
ace doit coupei normalemcnt , car il biifllt alors (n° 285), pom 
etroinerle cas piccedenl, dc passei a la suiface adjomte et de 
einplacer G, H pai G\/?, \l\/i On est ainsi conduit a la legle 
auvanle 

Si la portion considciec dii contour est line droiLe, supposons 
jiie ra\edes aiL ete clioisi pai allele a cette dioite, si elie cst line 
louibe plane, supposons qiie I’axe dcs j soil perpendiciilaire an 
)lan dc cette courbe , et soient G(^), H(/) les solutions particu- 
leies relatives a cette position dcs axes cooidonnes Les intc- 
ales 

77 TC 

c ''G(i{j, e ‘11(0 

<ei ont 1 eelles siii toute la partie considei ee da contour , n etant 
m nomhi e eniiei , qui sera pan si la poi lion du contoiu est 
'cctiligne et impair si elle est simp lenient plane 
Il suit de Ici que, si Ton consideie une cliaine coinposee de s 
dements el si Ton designe par a\^ , as les valeurs de t rcla- 

ives aiix divers sommets de cette cliaine, requation lineaire ad- 
nettra deux solutions particulieres i6elles pour cliacun des inter- 
►^alles , {cis^\a,)^ («jco«i), c’est-a-dire pom 

outes les valeurs reelles de t. Done les fonctions p et q de la 
Ktriable t sei ont necessaii ement i eelles pour toutes les valeurs 
eelles de t 
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288 On pent deduire des icsultals precedents d'autres conse- 
cpiences en adoptant la metliode de prolongement analytiqiie due 
a Riemann eL a M Scln^arz et developpee an n° 130 Nous avons 
vu que, SI une fonction est deteiminee pour la paitie siiperieiire 
du plan et si elle est reelle pom des valeuis reelles de elJe pent 
etie d^fiuje poiu la paitie infeiieinc du plan par la convention que 
les valeuis de la fonction relatives a deuv valeurs imaginaires con- 
juguees de t soient elles-memes imaginaires conjiigiiees 
Appliqiions cette methode auxdenx integrales 

nz TT 

r / N 7* T-r . N 

e "G(0i e 

qiu ont ete reconnues reelles, inais supposons que Ton passe de 
la partie supeneuie a la partie mferieure du plan, seulement eii 
franchissant la portion de I’axe reel qui estcompiise entre les deux 
points et qui correspond a la poiLion specialement con- 

sideiee du contour Nous allons montrer que le piiolongement 
analuique des deux int^giales donne un segment de surface mi- 
nima (M^) qui est precisement le sjunetrique de (M) par rapport 
a la droite ou au plan de la cliaine, dc plus, deux points des deux 
segments places sjmetnqiiement pai rapport a I’dement dc la 
cliaine coi respondent a des valeurs imaginaires conjugu^es de t. 
Pour plus de nettete, supposons que cet element de la cliaine soit 
une droite, alors on pouria poser 

G(0=e 

ni 71 

g et h etant reelles pour des valeurs leelles de t et n etant entiei 
Le segment de siiifacc qiu coirespond aux valeuis de t re- 
presentees dans la partie mferieure du plan sera defini par les 
form ales 

(ao) } = dh, 

Si 1 on change i en — i dans les expressions souniises au signe 
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c>R., ce quL ne change pas les ])arLies reelles, on a 

I "/ = (— 01 

(C4i) =S\J\~~i)‘\^-(0~r-h\t)]d/, 

[ ^ iy^-^i2t^{i)/n l)cl( 

Ce bOiU les lormiiles quj coiivieunciU an scgmeiu (iMj, mais on 
Ton auraiL cliangt^ le signe de x el cle r On obtient done, comme 
nous ra\oiis annonce, Je segment sjincUiqne de (M) pai lappoil 
a la droite consjderee clii con tom 

Les mtegiales g(f)j >^^(0 l’ecj[naLion dindtenliellc clanl des 
foncLions hneaires connues des deu\: mtegiales qiii couespondent 
a line position deteiniinec, Luiijours la ineme, de (M) par lapporl 
ail's: axes, on voit cjiie ccs deux: mtegiales peuvent elre prolongees 
analytiqucinenL, maisil y auraauLant de piolongeinents analytique^ 
qii’il y a d’ekhnenls au contoui Si Ton passe de Ja paiLie snpe- 
ueuie dll plan a la pailie mferieiue on traveisant le segnienl 
Oicc., de I’axe it^el, on obtiendia im segment (IMf) sjmetiiqiie dt 
(M) pai lappoit an premier element de la cliaine qui determine 
le contour, si Ton tiaverse le segment on obtiendia Ic 

segment (M°) sjmetriqiie de (M) par rappoit au second ele- 
ment de la cliaine, et ainsi de suite, si Ton tia\eisc cnfin Ic 
dcinier segment on aiua le segment (M") syme- 

Lrique de (Mj pai lappoit au et deiniei element du con- 
tOLii Dans tons ces segments, le jDoiot symetuque d’lin meme 
point de (M) correspond a one meme valeiir de fj et cette 
valeur csL imagmaiie conjnguee cle cclle qui definit le point 
de (M) 

On obtient amsi s piolongeinents analytiques diflercnls des 
fontioas G(0, H(^), inais, comme ces pioloiigements cloniienl 
des segments tons sjm^tnques de (M) et qiu peuvent, par con- 
sec[uent, se deduire les uns des auties, soil par des deplacements, 
SOIL par des deplacements suivis chime tiansforniation par sy- 
inetiie relative a iin plan, on doit concluie de la pioposition du 
282 que les divers sj^st^mes de valeurs de G et de H 
ainsi definis s’obtiendront eii conibmant Iineaiiement les va- 

3o 


D ^ r 
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leuis cle G ct de H relaUves a run quelcoiique d’enLie eiix (') 

Par suite, Tequalion liueaire (i6) demearera la nieme poui tons 
ces segments, on, ce qui est la meme chose, les lonctions p et <7 
ne peuvent etre prolongees analj'tiquement que d’une seiile ma- 
nieie En dualities teimes, les Jonctions p et q dowent etre am- 
J01 nics dans toute V etendue dii plan Elies sent reelles poui des 

valeins leelles de et piennent des valeurs imaginaires con|nguces 
loisqu’on siibstitue a t des valeuis imaginaires conjuguces Coiunie, 
d’apres les piopiietes du prolong erne at analytique (n° 130 ), les 
fonctions G et H ne cessent pas d’etre dcH'^cloppables en seiies 
entieres pour les difierents points du contoiu qui ne sonl pas des 
sommets, on voitqii’en deliois de ces somincts requalion lineairc 
ne pent avoir que des points ordinaiies, ou des points a appaience 
singuliere, et meme, si Ton exclut riiypothese de points mul- 
tiples de la surface situes sur le contour, line des inlcgrales parti- 
culieies cievia restei finie pour cliacun de ces points. 

En lesuine, V equation lineaii e doni depend la solution da 
pi able me doit aooii scs coefficients unifoi mes dans toute V d- 
tendue du plaiij et i eels poui des valeuis i eelles de t Si Von 
exclut les valeuis t = aj, cjui coi respondent aux sommets du 
contoiu ^ elle ne pent avoir que des points d appaience singu- 
lime poui lesquels une des deux integrales particuliei es 
demeiu e finie et clifiei ente de zei 0 


(’) S*il hubsisUit Liii doiiLc sui ce poiaL, on pouiLait le Icvci cle la maiiieic 
ante 

Noub a^ons \ii (jue, pout chacun des inLeivalles il cvistc cleii\ jiUc- 

de rufualion liiiLaue cjiii soiiL leclJcs poui les 'saleuis itelies de t com-r 
prises dans rmteMalle cL qui, pai suite, piemient des vdlenis imag:inaiics con- 
juguLCs pour des ^dlculs imagmaiics conjuguces dc t loisqu’ori Ics piolonge a 
tia\eia rmter\alle 

11 suit dc U que I’on pout piolongei analytiquement deuv inLLgialcs> quelconques 
de 1 equation lincane, ct cela d’autant dc rnaniLies cju’il y a cVintei \ alles clillc- 
rcnti Charun de ces piolongemcnts donneia cviclemment poui 0■{t^) et 
ctant iniaginaiie conjiiguce de des functions lincaiics 

des quaiUite:, G, et H, qm sont le^ imaginaires conjuguees de 0(0? Pai 

suite, les differents s^sttmes de valeni:. de G(itJ, n(^,) s’obtiendioiit cn coni- 
binant bneaireraeiU Tun quelcoaqiie d’entie eu\ 
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Lcs points aapparence singuhere poiuront eLie icjels, mai^, s’lls 
sont imaginaires, ils seiont places symeLricjuement pai rappoti a 
I’axe leel 


289 Si le point coiicspondant a la valeur cg de t n’est pas un 
des sonimets de la chaine qiii limitc le contour, il esL aise de le- 
connaitie quelle seia la foimc de /; et y dans le domaine de i’ln- 
fhn 11 siiffit, pour cela, de faire la rcmaique siuvante 

Soient t line variable quelconqiic et G(^), II les deii\ lonc~ 
tions qiii determiiient la surface minima, si Ton siibstUiie a t unc 
nouvellc vanablc i\ les nonvellcs ^alcllrs de G et de H seront 


/clt 

df' 



D’apres cela, si nous designons pai a unc valeur leelle de t qui 
determine iin point ordinaire de I’equation dilferentielle, cettc 
Equation admettra deiiM solutions de la forme 

— a), (^ — — (yj, 


-.] Ton effectue la substitution n'eUc 


/ — a = 


f 

? 


et SI Ton applique la regie quenous venous d’enoncer, on tiouveia 
les deux solutions 



qui caractcnsent le cas ou le point t = zc n’est 111 un sommet clii 
contour, ni 1111 point a apparence singuhere £n portant ces deux 
solutions dans lcs formiiles (17), on tiouveia, poiu les valeius de 
p et de cj^ 



11 faut reinarquer I’egalitc des coefficients de ^ dans /; et de ~ 
dans q 
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290. II resLe done poui teimmer ceLte discussion, u cxaininei 
quelle est la forme des iiitegralcs G, H et des coefficieuls/;, q dans 
le ^oisinage des ^alellls t =: ok qui correspondent aii-^ sommeis de 
la cliaiae On pent employer pour ceLi deiiK metliodes diffeientes 


Voici la piemieie 

Soil (//« '^4) t an point conipris dans la paitie superienre du 
plan, auquel coiiespood iin point ni de(M), soit le point sy- 
meluque de t pai rappoit a Taxe leel Si I’on passe do t a pai 



/ \ 

_ p/_ 

I fl/ I 

\ / 

h 

le chemin la qui coupe Taxc entre «/, et<r/^^i, on doit passei, siu 
la sLuface, du point m au point qiu estl’honiologue on le syme- 

tiiqiic de m dans le segment (MJI) Si, an conlraire, on suit le 
diemin i[j^, qui coupe Taxe leel entre i et on oLtiendia 
le point mi s}mt tricjiie de m dans le segment H 

qiie le lacet eflectueia sui les deux integi ales parti culiei 

relaliNCs ail segment ) precisement la substitution lineaire 

par laquelle on passe de ce segment au sinvant (M/J 

Lcs deux formes canoinques de cette substitution ont ete don- 
iiees au n°28i Elies sont contenues dans les deux systemes sui- 
\ ants 

’ I H(0= Hi(0^ 

( Ct(0= 

I II(0=-e'^^ Hi(0, 

qui conMennent, le premier au cas oii les deux elements du con- 
tour qui se croisent au somiiiet sont de ineme espece, le second 
au cas oil ces e^lements sont d’espece diff^rente On deduit imine- 
diatement de L\ qii’d existe, pour le point critique a/, deux inte- 
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g rales G et H Lelies que les proJiiits 

pour le piemier cas, ct 

a I — g 

{I — a/,)- G, [t ~~ a / ) - II 

pour le second, soient des fonctioas unifounes dans le domaine 
dll point CL}, 

Comme les qiiadtaLurcs 

fG^-dt, J GW dL. \'\V-dt, 

qui enLreriL dans les equations pai Icsquclles se determine la sur- 
face, ne pen vent devenir infinies on indeteiminccs dans le voisi- 
nage de la valeui est inadniissdde que les fonctions unifornies 
auxquellcs nous soinmes conduits admettent le point comme 
point singulicr essentiel Ce point ne pent etie qu’un pole ct, 
pai suite, U equation hneau e de^ra admetli e deux integi ales 
1 cguliej es d exposants reels On voit meme que la somme dcs 
exposants de ces deux integiales sera un noniLre entier ou la 
moitie d’un nombie impair, suivant que les elements dii contour 
qiii se reiinissent au sominet considcu’e sont de mcme espece on 
d’espece diDTerente 

i291 On pent encore etablir tons ces lesnltats cn utilisantles 
deux lepiesentations conformes de (M) Siipposons seulementquc 
la poiUon do (M) mfiniinent voisine du sommet ai ait une repre- 
sentation splieiiqne (S) cL une lepiesentation plane (S) paifai- 
lement definies Alors, cn suivant la maiclie indiqu^e aux n°'‘ 131 
cl 133 et appliquee d^ja dans le Chapitie piccedent, on reconnait 
{.[ii’avec des axes convenablement clioisis la valeiii de dans le 
voismage du point t = est 

u 1= — ai P ( / — Cl ] ), 

oi'Tz etant Tangle dont il fauL fane Lourner Tun des cotes du con- 
toui dans la lepicsentation spbeiique (S) poui Tappliquer bur le 
'ainvant, en resLant toujoiirs dans la suilace de Riemann qiii sert 
de repiesentation splidnque a (M) De meme, dans la representa- 
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Lion plane (^) definie au Cliapitie pieceJent, il faiidia fane Loiirner 
I'lin des cotes dll contour d’un angle 72 ypuiu Tapplufuei sur ie 

sun ant , n sera pair si les deux elements consecuLifs sont de ineme 
especc, c’esl-a-dire si les portions dii contour qiii se leunissent 
au sommetsont LouLes deux des dioites on touLes deux des lignes 
de couibuic planes, il sera impaii dans le cas contraiie On aura 
done 

n 

cr = ( if — «/, V'" P ( 7 — a/,') 

Cos deux valeurs de u et de a- permettent de dcLeiminei deux inte- 
giales pai ticulieres G(z) etH(^) On deduit cn efiet des formules 
(2) et ( 5 ) le.s valeurs suivantes 

V \fd licit V ^ \lcludt 

de G et de II En y portant les dcveloppemenls en sene obtenus 
poui C 7 et pour 22, on tiouve les cxpiessions 

Q,—{^t—CLO '■ 2 p 

n — l at 

H = ( 2 — «/, ) ■ - P p 2 — «/, ■), 


qui mettent en evidence la forme legiiliere de G et de H II seia 
plus commode d’eciire pai la suite 


G = (2 — 224 ) ■* 2 p ( / ^ rtA ) 

H =(/ — I* 2 p^(2 — a/ ) 

Le nouveau nombre entier Hh se clctermiiiera d’ailleurs comaie 
Pancien 11 sera pair si les deux cotes consecutifs du contoui sont 
de meme nature nous diions alors que le sommet consideie est 
de pi emiet e espece II sera impair si les deux c6tes consecutifs 
sont de nature differente nous dirons alois que le sommet est 
de seconde espece 

Des expressions de G et de H, on dediiit par les foimules (17) 
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celks cle p et cle q On a auisi 

p sz: — j— A — H ^ ’ 

I ft/, 

i() 4 /</ i 

Aj B, ///,, Ai, B|, ctanL des coefficienls qui pouiroiU tire 
mils, mais soiiL evidemment reels 

292 Les formiiles precedenLes dependenl de iiomhres cnLiers 
qn’il lie seia pas toiijouis facile de fixer a pnoi i Nous donneions 
plus loin des relaLions auxquelles ils doivenL salisfaiie, mais il uc 
seia pas inuLile de mouLiei coiuiuenl on peul les deLeirainei iin- 
inedialemcnt loisqu’on a une idee nelte eL line vuc generale de la 
surface clierchee 

D’abord c/a scia deLermino sans ambiguile si Ton apercoiL nelle- 
ment la representaLion spherique de la sin face 

Eu ce qui conceine lemarqiions d’aboid que, si le sommet 
considere esL a distance finie, il faiidia qiie les integiales 

/GH/) clt, /n-(0 

demeuienL finies pom t= ai Cela donne la lelation d’megalile 

* 3c/-hi>o, 

qui devia Lonjouis elrc verifiee 

D’anUe part, si I'on neglige les tenues de degre supeueui, 
Tequation de la surface dans Ic voisinage du point au esL de la 
forme 

^ = — ci/)- , 

y — r^ilA {t — ajY 

= o, 

A etant line constante quelconqne reelie on unagiiiaiie Pai con 
sequent, lorsque la vaiiable t deciira, dans la partie siipeiieuie 
diiplan, Lin demi-cercle infiniment petit autoiir du point c:/a, le 
point correspondant de la suiface decnra un petit arc de cercle 
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Get angle est done celui donL Louine Ic layoii vecteur qiii ]oint le 
point cle la surface au sommet infiniment voism quand on passe 
cl cm ccitt clii contour an siiivanL 11 est evidcmrnent connu si Ton 
a line jclee generale de la foime cle la surface, sa valeiir suffira a 
detei miner uj. 


293 Lcb ioimes de G, H, p, q etant deteiminees dans le voi- 
sinage de tons les points du plan, il est aise mamtenant cl’obtenjr 
les eKpressions geneiales de p et de q Desjgnous pai la leLLie b 
les Aaleuis de t qm coirespondent aux points a apparcnce singU' 
here leels et par ii\ h' les valeurs conespondantes de Fexposant et 
du coelficient h cjui figment dans les formules (19) Designons dc 
meme pai les lettres c, les 4alcins de L irnagiaaiies conjugaecs 
cozresponclantes aux diffeicnts points a appaience singuhere ([ui 
sent deux a deux imagmaires conjugiies, et soient de meme 
fi , /i, les valeurs de Fentier n et de la constante li relatives a ces 
points. D apres les lesnltats etahhs plus haul et les formules {fQ)j 
(27 ), les deux fonclions 




^t~cu Idt-b 2d\T:rp-^ 

ij 1 I Y V / 

t — Jut — b 




t — c^ 


demeuieront finies et continues pout toutes les valeuis finies de t , 
elles cleviennent d ailleuis nulles, cFapres les formules (22), pout 
t yz Ces deux fonclions seront done nulles pour toutes les 4 a- 
leiirs cle /, ct Fon poiina posei 




<^D) 


t — b y / c 

- ^ , -| 

7 = y I I hj 

_4 U — at )2 ^ 


t — Cl 
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li faudra de pins, poiip que les foiicLioas p cL cj admettent la 
forme ( 22 ) dans le domaiiic dc I’lafmi, que les consLaiiLes satis- 
fassent an\ equations 


{ 3o) 


' 2 ["IF “ H-^i/t'+2(cA'+c,/i';') = 2 , 

^ «/o H- «/ /'/. j Cf/i'[) 

V — )(c+c,) 


Telles soiu les rolalions qui dcleimincnt, aulauL que pos'^iLle, 
rdqualioii lincaue, il faudia leuv ajouLci encoic, pour cliacim des 
pomLs c'l appaience singiilierc, requalion de conduion, d’line for- 
matioii lacile, pai laquellc on cxpriiuc que I’lntegiale gc^nerale ne 
coiUient pas de logaiuthmcs, dans Ic voisinagc de ce point 


294 L’equation difl'drenticlle une fois foimee, le piohleme csl 
lull! d’etre lesolu II j a cncoic a e\ammcr dcn\ questions ties 
essentielles Reprenons ccs segments (M,), (M'l), , qi-u 

sont les svmetiiqiics dc (M) par rapport aux diveis elements de la 
chame, et soient, par exemple, G(^,), H(^, ) les valeurs des inte- 
grales qui correspflndcnt au piemier segment Pour passer de ces 
valours a celles qui coriespondent au second segment, il faiit 
SLiivre nil lacet qiu, pailant du point /|, penetrera dans la partie 
supcneuie du plan en passant entre a, ct a., puis reviendra au 
point de depart en passant entre a, ct On leviendra alois au 
point etles uouvellcs valeurs de G et de H seront des fonctions 
lineaires des aucienncs Or ces iiouvelles valeurs, nous I’avons deja 
remarque, sont connues a prion On les obtiendrait en effectuant 
sur les mtegrales priiniUves la substiLuLion, au determinant - 4 - i 
oil — r suivantles cas, par laqiielle on pent passer diiecLemeut du 
segment (M®) an segment (M‘!) 

Gomme ce raisonnement peat s’appLquer a Lous les lacets dc- 
crits autoiir des differents points critiques, nous sommes conduits 
a la conclusion suivante 



L I V [\ C 11 


0 II V r \ I 


4:4 

IL nc sitffii a pas cle sca'oii foi niei Vequaiioa dijffci cntielle , 
il faucha encore expi uner qice deux intervales coiivenableinent 
choisies subissent cles modifications pai J aitenient detei ininees 
lojsqu'oii suit an cliemin quelconque i ainenant an point de 
depai t 

Ce piobleine esl post^ dcpiiis la piihlicaLion des reclierclies 
lecentoij sur les equations lineaires, el il n’a encoie recii de solu- 
tion qiie poiii ceilains cas paiLiculieis 

Quoi qu’d en soil, supposons lesolue cetLe piemiere difliculte 
Une enumeration de constanles que Too troiiveia dans le Memoire 
de Riemann, cL que nous omettrons ici, montie facilemenL que I’on 
pouria disposei de celles de ces consLantes qui dcmeiirent arbi- 
tiairespoui identifier le contour obtcnu avec celiu qui esl donne 
a piioii, c’est-a-diie que Ton aura auLant d’cqnations que d’lncon- 
nues Mais le piobJeme qiii consisteiait a lesoiidre ces equations, 
on a dementi ei au moms qu’elles sont possibles, n’a pas ete Iraite 
d’une maniere generale et n’a ete examine par Riemann que dans 
uncas paiticnlier, qui sera etudie plus loin au n*^ 307 Tons les 
exemples completement acheves donnes dans le CbapiLre prece- 
dent appailiennent, comme nous I’avons remaique, a la classe de 
ceiix pour lesquels la forme du contoui est entierement definic 
pai la direction des elements 

29d On pent eclaircLi encoie les remarques precedentes en 
supposant donnee ^ I’equation lindane (iG), dans laquelle 

p et q nuront les valeurs deteiinmees par les formales et en 

etiidiant W f ami lie de surfaces minima (n'' 283) dcfinie pai cette 
equation. Pour cliaciine des surfaces de cette fannlle, il existe un 
segment (^M) coiiespondant aux valeuis de t dont la partie reelle 
est positive, segment paifaitement continu et limite par un con- 
tour dont la representation sjiherique (S) est formde pai des aics 
de grand cercle on de petit cercle, se coupant consecutivenient 
sous des angles determinds Cette dermeie propiiete a dte deja 
donnee au n° 133 pour une equation Imeaire plus geneiale et 
lesulte uniquement de ce que I’equation admet deux solutions 
paiticulidres rdelles dans cliacun des intervalles reels determines 
pai les points singulieis Considerons maintenant la reprdsentation 
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plane (S) clefinie pai la foiiniilc 

( 

) dt 

= G «/j ‘ ^P[(/ — in J2[(/ — c')(/ — Ci)]^' 


On 


Les poi Lions da conLour qui dcvraient elie des Jioitcs onl ici 
pour lepiesenLation des dioiLes (oj, LonLcs parallcles on peipen- 
diculaires les uncs au\ aiitres, il en CbL dc meme pour Ics portions 
du contour dc (M) qiu dcvraient ctie des ligncs de couibiiic 
planes, ellcs ont poui leprescntation plane des dioiLes (S') qiii 
Ibnl .nee les piccedcntes (o) des angles ogaux a un multiple im- 

paii de y Si done on a clioisi aibitraireincnl deux solutions pai- 

tiCLilieres, G et 11, de requalion lineaire, on poiuia Loujouib, en 
les multipliant par line inemc conslante, cc qui nc change pas 
Icui lapport et ne modifie pas, ]jar conbcquent, la reprcbeiiLation 
sphenque de la suilacc minima couespondanle, donnci ala con- 
sLante C qiu figiiie dan& la formule (3i) un aigumcnt tel que le^ 
dioites [o') deviennent, LouLcs, paialleles aiix axes cooidonnes, 
Landis que les dioites (o) seront paialleles aux bisseclriccs des 
memes axes Alors toutes les portions du conloui qui de\aicnl 
(^Lre clcs droiLes seront an moms des Iignes as^inptotiqiios , loiites 
celles quL devaient etre des bgnes dc couiljuic sUiiecs dans de^ 
plans coLipant normalement la suifacc seiont an moms des lignes 
de courbuie 

Conime les lignes asymptotiques qiu ligurent dans le contoui 
onLpoiir representation spbenqiie des arcs de ceicle, elles seront, 
on le reconnait aisement, des helices tiacecs siu un cylmdic qiicl- 
coiiqiie SI I’arc de ceirle appartient a un petit cercle, et des dioites 
sil’aic appartient a un grand ceicle (‘) De meme, les lignes de 


(‘) D’apics line proposition cnonccc au \i^ 112 , les LangcnLcs crime Iigne ds>ni- 
pLoticfuc sont peipcndiculaiies aux tangentes coiiespondanles de la lepiLsentaLion 
ipUciufuc de cette hgne II suit de la c[ue, si une ligue as^mptoLiqiie admctpoui 
image spheiicfiic ixn petit ccicIc de la splicie, slS tangentes seiont paialleles aux 
geneiatiices lectiligncs du cone ciiconsciiL a la splieie i^uivant ce ceicle, ct feiont, 
par conbcqacnL, uu angle constant axec le cIiamLlre peipendiculaiie an plan du 
ceicle La ligne asymptotiqiic seia done uric liclice tiacLC mu un c^lindic, cr'iil- 
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coiiL'buie qiu figuieiiL dans le contour seionl des lignes planes 
situees dans des plans coupant obliquement la sinlace si elles ont 
pour representation splieiiqiie un aic de petit cercle, et des lignes 
siLuces dans nn plan normal ala siiiface si Tare qiii leur seit de 
lepresentation appaiLient a un grand ceicle Ainsi 

Pen nu les i^inface^ de la faniille defuiie pai V eqaaiioa h- 
ncave, ilenexistc line wfuiite{qui dependent de quati e pai a- 
metres i eels) poiu lesqaelles le segment (M) est lunite pjai des 
lignes asymptoLiques helicoidales et des lignes de coinhiiie 
planes se succedant siuvant le meme or dre que les di oites et 
les plans qiii composent le contour donne a prion 

Lapiemiere question proposec Jans le nuinero precedent s’ln- 
lerpicLe done geomeLiiqiiement de la mani^re suivanLe 

Peut“On clioisir deux solutions parliculieics G et II de I’equa- 
tiou lineaiie de telle inanicre que la repi eseutation splieiiqiic dii 
contour de la suiface correspondante soit coinposee exclusi- 
Yemen t d’aics de grand cercle^ 

Considerons une bin face quelconqiie de la famille, coricspou- 
dante a denx integiales pai Liculieres deteiininees G'et H', et pour 
laquelle la lepiesentation splieiique du contoiu seia un pohgone 
(P') compose d’arcs de petit ceicle, polygone (P') que I’on saura 
construire si Ton a mtegre Tequation lim^aue Si Ton pose 


on aura evidemment 


(Ja) 


u ~ 


111 a' -h n 
piC -t- q ’ 


;?z, n^p^ q etant des constantes aibitraires et inconiiues La ques- 
tion proposee levient evidemment a la suivante Peut-on, pai 
PemploL d’une Lransfonnation de la foime precedente, substituei 
an pol}gone (P^) un autre polygone (P),^ exclusivement compose 
d’aics de giaiids ceicles^ 


leuia quciconque ULCipioquement, si la Iigne asymplotiqiie cst une lichee, sa 
repiesentalion bphuiique, on le icconnatL aiscinent, scia un petit ceicle de hi 

ispIlLlC 
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Or la foimulc (3ri) clefiniL ce que nous avons appclc, an n" 12^, 
une Lransformalion CLVCulait e, c’csL-a-diie une tiansfoiination 
qui it^siiUe crun nombre pair crjn\eisions et clans laqaelle, a nn 
ceiclc, coirespond un cercle Pom qii’iine Lelle tiansformatioii 
fasse coirespondre an polygone (P') im polygoiie (P) exclusivc- 
ment compose d’aics do giand cciclc, il laiiLeLil sulfil, comme on 
salt, c^ue tousles peLiLs ceicles qui foimcnt Ics cotes de (P') soient 
01 ihogonauv a un meme ceicle, qui seia necessairemciU imagi- 
nairc On am a amsi auLant de conditions a eciiie qu’il } aura de 
cuLl% moms 3 Ces conditions sciont necessaiiement tiaiiscen- 
dantes , niais, d’apies les leclieiches de M S elm arz relatives an 
principe de Diiichlet, dies pen vent toujoius dre resoliics et pei- 
mcltront de deLerminei un nombic egal dc conslantes 

Cette premieie diffiCLiUc une fois levee, onobtiendia elTective- 
ment dos siii faces minima limitees par des contouis clout les ele- 
ments seiont paralleles aii\: elements coirespondants du con tom 
doune a piioi et il faudia disposei des constantes leslees arbi- 
Liaiics pom lendre run de ces contours snpei])osable au contour 
donne Cette derniere question esl cello clout I’eludc geiierale n’a 
pas encore cLe cntieprise 

On remarquera les caracLeres disLinctifs de la metliode employee 
dans ce Chapitre. Les pi^opnetes relatnes au\ deuv repiesenta- 
lions confoiines de la surface n’y interviennent qiie d’line manicre 
accessoire, et auiaient meme pu etre completeinent suppiimees 
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Mulliode in\eii)e dans laquellc nn picncl comme ]) 0 inL rle cUpaU cci Lames equa- 
tions dilkientiellea lineanes clont on connaiL I’lnLcoiale geiiLialc — Suiiares 
que Ion pent deduiie de riqiiaiion a laquelle saiisfaiL la seiie hypei^^eonie- 
tuque de Gauss — Surfaces deduites de la foime An(i — adoptee pour 
G(0 et Il(£) — Suiface minima limilee pai une lig;ne In isec plane cL une 
dioite parallelc au plan de la ligne biisee — Pioblcnic de Geigoniie — Siii- 
laces dediiues de la foimc \[T0''(£ — a) rTHP(/i — b) adoptee poui G(^) et 
H(£) — Surface minima limitee pai dcu\ polj^goncs fcimes siLucs dans dcs 
plans paiallelcb — Remaique geneiale sur Ics moyens de miiUipliei le nonibie 
des solutions ilu piobleme — Siiiface passant pai Liois dioiLcs siLiues d une 
maiiieie qiielconque dans Tespace 


296 Le piobleme propose ne pouvaoL etre completementrdsolii 
que clans le cas ou requation Iindaue foimee au ii^ 293 esL inte- 
rtable, ou, dll moms, appailient a laclasse de celles pom lescjuelles 
on peut suivre la vaiiation de deux mtegrales dans Louie Fetendue 
du plan, on est naturellement conduit a une niaiclie inverse de 
celle qui aete suivie dans les deux Chapitres piecddents II semble 
prefeiable cFetudier diiectement les equations du second oidre, en 
Lies petit nombre, auxcjuelles on a reconuu la piopiiete c[ue nous 
venous de lappeler, c’est-a-dire dont on sait determiner legioupe, 
et de cliercliei ensuite quels sont les contours pour lescjuels elles 
peiivent donner la solution du piobleme propose 

Au piemier lang de ces equations, il faut placer celle a laquelle 
satisfaitla sene hypergeometricj[ue 

'■) + -«p0 = o 

Nous a\ons vu (n° 136) que, si [3, y sont i^eels, le lappoit de 
deux, solutions particulieres donne la lepresentation sur la moitie 
superieure du plan d’une aire plane ou sph^rique, plus ou moms 
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comple\e, limUeepar liois arcs cle ceicle Dans le cas oliIcs trois 
cercles iimiLes sont oUliogonaii\ a uii cercle imaginaiic, on pent, 
en choisissanl convenaLlemeiit cleu\ solutions, ol)tenir la lepie- 
sentation plane rl’iine aiie spheiiquc Iiinilee par Liois aics de grand 
cercle Ce cab est caiaclciise 136) par rinegaliLe 

rrT-7 ) Fd-P) r(a^i-Yi rrp^f-Y. 

a laquelle on pent donnei la forme plus simple 

( 3 ) sill 771 Sill Pt: ‘iin ( y — y )'^ ~ P < o 

Toiitelois, requatioii a laqucile saLiblaiL la sene h^peigcome- 
trique ne pent pas elie eniploj ee sans piepaiaLion Nous savons que, 
pour Tequalion lincaire clout depend la solution du pioblemc et 
qui a cHe loimee au 293, la somme des exposaiUs des deu't 
inLegiales legulicres relatives a cliacfue point critique doit etie 
im nombre enher si le sommet coiiespondant est de piemieie 
espece, et la moitid d’un nombre impair dans le cas contiaiie Oi 
les exposants relatifs aux clncrs points singuheis de Tequation (i) 


sont 

Puui ie puiiiL 0 

0, 

r -Y: 


Pom le poinL i 

0, 

I 

1 


Pom le point co 

y, 



et ne satisfont pas, pat consequent, a la conch tion que nous venons 
de rappeler 

Mais il suffira de substituer a lafonctioii 0, qm satisfait a Tequa- 
tion (i), Ja fonction plus geneiale 

p .— 1 ; — I 

( i) 0 = ^ - 0, 


qui est determmee cgalenaent pai une equation du second oiclre, 
et Ton reconnaitra aisement quM est possible dc deteiminei p et v 
de manieie a satisfane, pom les tiois points, a la condition indi- 
qiiee Cai les irois equations aiixquelles on est ainsi conduit 


(D 


1 11 — 1 
IX— i = -j-l 

/ v„ [ V _ a — p = : 

1 ‘ ' 2 


a-hp — |jL — vH-2 = 



2 
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SOUL toujours coaipaLibles, pouivu que les nombies entieis /?, , if 

verifienl la lelalion 

n H- /i'-h li = o. 


qui determine if loisqne ii et sont coniius 

Nous venons de multiplier B par des puissances de Z ct de i — l 
On sail qiiCj si ces puissances sont com enablement choisieS; 
on pent Lionver tiois fonctions qui satisfont a une equation de 
ineme forme que Tequation (i), mais ou c/, p, y d’anlres va- 
leurs L’une quelconque des quatie equations ainsi obtenues pour- 
rait etie choisic et conduiiait toiijouis aiix meines valeura de 0 
Pour ces quatie equations, les quantites t — y, y — ci — p, c/ — p 
ont les memes valeurs absolues et ne clilfeicnt que parlesjgne, 
nous supposerons qiic Ton ait choisi celle pour laquelle les ine- 
galites SLiivantes 


n.) 

sont \ eiifiees 



> o. 


> o, 


c/ — 


0 


297 Conforniement aux r^sullats clii n'-" 136, on obtiendia Te- 
quation de la siuface minima, en pienant poiu G et H les valeuis 
5 111 V antes 


(71 


^ K 
G = - 


[ H = - K r 


+l-'i 


(r-0 ' F(a-^[- 


rj , 


0. 


li ^ — 1 

{I~t) ^ F(C(, [3, Y, 0, 


G etant la constante dont la \aleur est donnee pai la foiiniile (g) 
du n°268, 

V r(i— ajr(n-a — — y/ 

et K desjgnant une constante aibiLraiie 
Comme on a, d apres une formnle conuue, 

GH'-HG'= 


(9) 
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on dec! an a de la 


■ = \i—iy 


On voit qiie, si la porLion da contour iclative aiix valeiirs de t 
comprises entre o et i est line droiLe, il fanclra prendie pour K- 
tine valciu leelle, sinon, K- devia elre purement imagmaiic 

298 La surlace que nous venons de determiner pouira avoir des 
formes tres variees dans le voisinage dcs sommets dii contoui. 
Clierchons d’abord a qiiellcs conditions Tan quelconque de ces 
sommets seia a distance fime 

Pour le sommet (o), Ic phis petit des exposants est ■ - ; pom 
que Fintegrale J " qiii hii correspond soit flnie, il faut ct 
il siifflt que Ton ait 

[J >0 

On troiivera de meme pour le sommet (i) la condition 


et pom le sommet (co) la condition 


<ipies avou pose 


[r-hv — 2 — 2^= — r— p, 


cc qm lamene les Equations entre p, v, p, (/, [3, y a la forme 


r~Y= - -P, 


^ ^ 2 


a — 3 = 2 --- p — 


Nous allons d’abord examiner si les trois sommets peuvent etre 
a distance finie 

Lespremieis membies des Equations piecedentes etant n^ces- 
sairement positifs ainsi que p., v, p, on am a, clans le cas qiii nous 
occupe, les megaliths 

n>o, n > 0 , — - — < 2 , 


D - I 


3i 
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qiu n’admettent que les trois solutions sun antes ‘ 

/2 = 1 , = j , — a , 

7 i=:l, 71' =2, 77"= — 3 , 
n = 2, /i' = r , 7 i" = — 3 

Dans les irois solutions, ie contoui a un beul sommeL cle pre- 
mieie espece On peut supposei qu’il coiiesponde a la \aleur cc 
de et Ton \oit amsi que les deux dernieis cas se ramenent au 
piemici 

Les suifaces obteniies sont celles qui ontete etudiees au n° 268 
et leiirs surfaces adjointes qiii sont liraitees pai une droite et pai 
deux plans. 


299 Si Ton Acut que la surface ail xm secteur inlini, il y aura 
une infinite de solutions. II siiffiia, pai excmplc, de piendre poiii 
les eiitiers n et 11^ des xaleuis positives dont la soinnie soil suptS- 
rieuie a 3 Mais on peut, avec Riemann, ne consideier que les 
secteurs infinis ayant une forme particulieie, et seinblables a xm 
lielicoide ou a la portion de Talysseide comprise entie deux plans 
meridieus Alors il faudra que, comine cela a lieu dans riielicoide 
a plan directeui, la somme des exposants des deux integrales re- 
giilieres lelatives axi point consideie soit egale a — 1 0x1 a i, sui- 
vant que la valeur corresjiondante de I est fiiiie ou infinie Si 
nous supposons que le secteur infini coirespond ala yaleur code 
nous troixveions, en exprimant la condition piecedente. 


ce qui donne 
Prenons 


a -x- _ (j. — 7 H- 2 = I , 

11 ^ 11 '= 4 

/I = ? A, 7l' = 2 — Aj 


nous aurons, d’apres les formules (i i), 


(12; 


•Y = i+--^ 


n 


a-p = 


Si les dexix autres sommets dii contour doivent etre a distance 
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iiCj on aiua necessairement 

[j > o, ; > 0 

On di^diuL de la et des equations precedentes 
7> — T. 7<'-(Y — a-P) 

, pat suite, 

h<.i 

I’on prend h =. — i, on obtient le systeme siiivant 


Ct — P = — p, 

I’on fait A =:=: 0 , on trouve 

( 1 — Y = I ~ [i., 

I ) I Y __ — P = [ — V, 

( a - p = - p 

li est inutile de considerei Ic cas ou A = i, qai se ramene an 
emiei par Tecliange de i ct de i — t 

Pour le premier cas, correspondant aux fornuiles (iS), les deux 
mmets a distance finie sont de seconde espece La chaine se 
lupose, soit d’lin plan et de deux dioites qiii coupent le plan et 
se coupent pas, soil d’une droite et dc deux plans qni coupent 
droite 

Dans le second cas, qui coriespond aux formiiles (i4) et a ete 
nsider6 par Riemann (n®^’ 262 et 269), le contour est forme de 
ns droites donl I’unc coupe les deux aiiLres 
Dans I’lin et Tautre cas, d y a ime infinite de siiifaces passant 
i un contour clonne 

En donnant d’autres valeurs aux nombres entiers qui entient 
ns les foi-mules (ri), on trouveiait d’autres cas dans lesquels le 
^ment determine auia deux ou trois secteurs iiifims Mais deux 
dement de ces secteurs pourront ^tre lielicoidaux; cai, si les 
isl’etaient, la somme des exposants des six integiales reguheres 
atives aux trois points critiques devrait elre egale a — i, tandis 
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f|iie ba valeiir est i dans tons les cas Nous retiouverons plus loin, 
et par d’auties methodes, la surface passant pai trois clroites et 
pour laquelle les tiois segments sont lielicoidaux. 

300 Nous allons maiiitenant nous donner a prion des valeuis 
de et H(i) qui peimettront de resoudre le probleme piopose 
dans un cas tres etendu 
Prenoiis 

j G(f; = 

a et y, [3 designant des conslantes I’eelles, A, B des constantes 
quelcouques. Nous supposerons qiie les exposants soient lies par 
les relations 

(iG; — I, 

par lesquelles on exprime simplement que la valeur co attiibuec a 
t n’est une valeur critique pour aucune des deux fonctions. 

Les seuls points smgulieis des integrales G et H correspondent 
alois aux valeurs de t telles que a, et pour que, dans le voisinage 
de ces points singuhers, G et H soient de la loime (26) (n“ 291 ), 
il taudra que Ton ait 

(17) a H- p == -, 

1 entier n etant pan si le sommet coriespondant du contour est 
de pieimeie espece, et iinpaii dans le cas contraire Les relations 
(16) nous donnent alors 

cxaminons niaintenant quel est le contour de la suiface obtenue 
Le calciil de o- nous donne 

<■»> (s;— 


D autre part, la valeur dc z est d^termmee, en chaque point du 
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(2o; ^ 

Supposons qiie Ics conslantes A, B aient eLo clioisies de telle 
niere que le produit A-B- sou red II est evident que le produiL 

ABn(' — 

est, OLi led, ou piueinent imaginaiiej dans cliacun des intervalles 
leels sepal es par ]es valeais singulieres Soit un des mLei- 

valles pour lesqucls cc prodiiu esL leel, alors, etant puic- 

nient imagmaire, la poilion corrcspondaiUo dii contoiii seiaiinc 
ligne asympLoliquc, d’aiiLre part, etant niille d’apres la for- 

mnlc ( 20 ), cetle ligne asympLoLiquc sera dans iin plan paiallcic 
an plan des jl y . ces deux conditions nc penvenL etie lemplies 

que par ime dioite paiallde an plan des Si, an contrail c, 

// 

nous considerons im des intervalles pour Icsqiiels — a)^ 

est puicment iinaginaire, il siifjfiia dc passer a la surface adjoin te 
et de lepcter le raisonnement precedent, la portion du contoiii 
de la surface adjointe relative a Fintervalle consid^r^ sera nne 
droite parallde au plan des Done (n° 285) la portion cones- 
ponclante da contour de la surface proposdc sera Ibim^e par nnc 
coiirbe plane sitiide dans un plan paralli^le a Taxc des et qne la 
surface coupei a normal ement 

On obtient done line soliitiori du pioblenie propose pour lecas 
ou le contour est Jot me par des dt oites, en noinbi e quelcoiique, 
paialLHes d i/n plan fixe (P) et par des plans, egalement en 
Jiombre cjiielconque, pei pendiculaii esau m6nie plan{9) II serait 
aise d’ailleurs de deSmontrer que cette solution est la plus generale, 
au moms si Ton suppose qu’a I’lntdrieur, ou sur le contour et eu 
dehois des sommetsdu segment cherche, ne se trouveaucun point 
ou le plan tangent soit paiall^le au plan (P) ('). 


(‘) Pour ctahlu a piioii Ja foime admise dans Je tcMe, bupposons que le 
plan (P) soit hoi izontal et ait etc pus pour plan des xy Alors, sur chaque partie 
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301. jNous mdiqueions les deux: applications siiivantes 
Prenons d’abord tons les entieis n egaiix a zeio, sauf deux 
auxquels nous atlnbuerons la valeur — 2 , pour satisfaire a la le- 
lation (i8), et supposons que les valeurs a de ^ coirespondantes 
a ces deux deinieis exposants soient o et co Les valeiiis de G et 


du coatoiir, la noimalc demciueia paiallele A iin plan vciLical fi^c cL, pai con- 
sequent., raigument de u seia constant Done la foncLion 

cl lo^ ll 
dt 

sera leelle pour Loutes les Adleurs loellcs de t Cette loncLiou a clcs poles qui 
coriespondent au\ diveis sommets du contoiu , d’autic pait, si le plan LangenL 
ne devienl honzontal en aucim point situe a rinteiienr du segment on sui iin 
cote dll contoui, elle ne dcvient infinie pour aucune ^aleuL luellc ou irnagmaiic 
de t diCfercnte de celled qiu coiicspoudent au\: sommets de ce contoui On a 
done 

cl log 16 _ a' 

clt 2Li t — Cl 

et Ton deduit de la, cn intdgiant, 


u — A' {t — aY' 

De mtime, la fonction ~ etant nulle sur Loutes les dioiLcs du contoui, Ic pio- 

dmt GH deracureia reel quand on sc deplaccia siu chaciine dc scs droiles La 
consideration de la surface adjuinte montie que GII scia, aucontiauc, piirement 
imaginaire sur chacune des lignes de couibuie planes du conloiu On dcduit de 

la, en considerant encoie la fonction qi-ie GH sera de la foinic 


Les deux: foimules piccedentes donnent bien Ics valcuis de G et dc 11 adnuscs 
dans le te\tc 

Si Von veut faire intervenir des points ou le plan tangent soit hoiizonlal el 
siLuessoit a Imterieur, soit sui le contoiu du segment, il siiffiia iVadjoindie A une 
des deux mtegrales G, H des facteiirs tels que 


ou h seia reel, et 


{t-bY\ 


ou c et c, serontdes quantiles imaginaircs conjugates 
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clc II prendront alois Ja Ibimc sLuvanle 


( 21 ) 


I G{0 = 
I Hin= 


Si le produil AB esL leel cL si les cvposaats a sonL tons infe~ 
iiciirs envalear absoliie a Lous les sommels corrcspondanLs au\ 

valeurs finics de / seront a distance finic, Landis qiiM y ania dea\ 
secLeurs infinis coiicspondants au\. valeuis o, co do t Nous dc- 
tenmnons ainsi le segment (M) de surface minima comp? is ciitie 
line hgiie biisee plane coinposee eVun noinb? e quelconque de 
cutes et line d? oiie qia est pa? allele an plan de la ligiie 
hi isce 
On Lroiue 


^ I y = -iilsjAB loo^ 

\o<^ I — logp H- icp, 


Coinnie on a 


p designant le module eL cp raiguincnL de / qui demeure compiis 
entre 0 ct ti, on voil qne vane enlie o eL — 2 ABir On devra done 
prendre 

2 ABt: = — Oj 


0 etant la disLance de la droitc an plan de la ligne biisec Les con- 
sLanles qiu demeurenL arbiLiaiies se ddLermineronL par la condi- 
tion qiie les cotes de la bgne brisee aient des longueurs donm^es. 

Get exemple comprend coinme cas paiticulier 11 n de ceuv qiu 
out eLe traites par Riemaiin , il siiffu de supposci que la Iigne 
biisee se rcduit aiix deux c6tes d’un angle pour retrouver le 
second des pioblcmes signal6s au 262 


302 On pent liaiter de la meine manieie le probleme de Ger- 
gonne (n° 26S) et determiner compl^tcment la surface minima qiu, 
passant par deux diagonales opposees d’lin parall^l^pipede droit, 
coupe a angle droit deux faces laterales opposees de ce paiallele- 
pipede. Pour plus de simplicite, nous supposerons le parallelepi- 

pede rectangle 21 ) 
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L [ V « E 111 


C II A 1‘ \ I 


On pent LoLijoais aJmetlre que Jes sommets b, c, cl du con- 
tour correspondent a des valcuis de t que nous designeions pai 

b , -h (7 , 

ct etant plus petit que b De cette manieie, les combes planes be 
et clci du contour coiiespondiont dn\ deuv uitervalles ( — ci^ -h ^0 

L*t CO , — b) 

On doit posei jci 

f G = A ( i H— t ( ct -T- t ^ ci — ■ t ( b — 0 5 
avec les conditions 

(^3^ a/-f-p£=— j 'Lni= — 4? 

les entieib etant impairs, puisque Lous les sommets du coutour 
sont de seconde espece D’ailleurs, comme tons les sommets sont 
a distance finie, nous devons avoii 

(2l) ^L>— ’’j p£>— -? 

2 2 . 

et, pai consequent, en ajoutant, 

7li> — 2 

Les quantiles /z^ doivent etre supeneiires a — 2, comme Icui 
somme est — 4 ? a necessairement 

/i, = ~i, 

et les conditions ( 23 ) se ramenent a la foime 
(25) a, 4-p, =— 1 

Si Ton Lient compte des inegalites (24)5 on voiL que et 

doivent etre compns entie 0 ct — Par suite, la difference 

sera infeneure en valeur absolue a - 

2 

Or(a,-P 0 TT mesure, an signepres, run des angles foimes par 
les deux grands cercles qiu servent de representation spherjque 
aux deux poitionsdu contour se conpaut au sommet (i), si Foq 
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designe pai c/.tz Tangle cle la djagonale ab avec le cote acV du 
paiallelepipede, ces deu'^ cercles (out enLre eux les angles 

ar:, — :jl)tz 


Comme {rj^ — [3^)7: esL infciieur a j? il faudia piciulrc 
(a, — {3,)?: =:±yTc, 

celte equaLiou, jointc a la furmidc (sS), domic le^ deu\ ^ysleincs 
de vale Ill's 

r ci 

i Ci, = — ? 

-i 


( 20 ) 


(27) 




a 

— 1 


7 

- 5 
^ 2 


pour 0,1 et On poiirrait faire diflereiiLes coinJnnaibOiis dc ccb 
deux systcmes, niais, pom obLenii cello qui correspond a la 
fig 21, nous remarqncions qiie Ton a ici 

^ 

Or, SI Ton se reporte a la figure, on voil qii’en prcnanL uii scub 
determine pour la normale, on a 

u = 0, oil a cL en 

a = CO j cn b oi on c , 

il faut done pi'endre 

ai>pi, a2<p25 a4>(3,, 

ce qui determine complelemenL les exposants ct doniie 
G = A{a^—r-) ' =(62- <2) 

_ 1 a 

H = B(a2— if=) i'^2(6=— <2) ‘ 2 , 

A. /62— <2\« 


A /b^—r-y 
B\a^-—cy 


(28) 
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Si Ton siqipose que le plan cles xz ait ete pris parallele a la 
lace ba’cd^ du parallelepiclecle, u doit etre reellc dans rintervalle 

( — il faiidra done qtie ~ soit reel On pent d’ailleurs 

determiner ce lapportpar dilTerents moyens 

Pat exemple, on pourra e\primer que raccroissement de x est 
le meme en valeui absolue qiiand on jDasse du sommet b an 
bommet c, on du sommet cl au sommet a En sc repoitant aiix 
equations (3) [p 4-54] qai definissent la surface, 011 est ainsi con- 
duit a I’pquation 

Jh 

Eflectuons dans le second niembie la substitution 




In calcul facile donneia 

/ad A 

et Tequation piendra la fuime 


on t'licorc 


b'-^\ 

r'‘ -] 

j [n^-—r-) 2 


(62. 




Tons les el(5me.its cle I’mtegrale ^laul i^ositifs, iJ faiidra ejue 
1 on ait 


a-'J- ~~ ' 


On prendra done, pour satisfaire a cette equation, 

a 1 a 1 

A = /7u a- 

a 1 a i 

B = v^iM 62 
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eL Ics valeurs definitives de G(^), H(^) bcront 


0(0 = 


• 29) 


IT T - / b -— l -\ ' 2 


M seia line constante reelle on Ic reconnait immediatement cn 
c\prImanL qne esL niille pour chaqne point de la dioite ab 
Le rappoiL ^ se detcrminera par la condition que Ic parallole- 

pipede a rinteiieui diiquelse Lroiivele segment dtteuninc (M)soit 
semlilable an parallclepipcde donnc Dans Ic cas ou la base esl 

carree, il faudia faire c/ = i (*) 


303. Nous venous dc monticr, pai ftiLiide de deiiv problemc'^ 
paiLiculierSj le parti que Ton pent Liicr clc la foime generate cles 
valciirs de G(^) etH(z), donncc au 11 “ 300 En continuant I’appli- 
cation dc la metliode syntlicLique qui a reussi dans les exeinpleb 
precedents, nous allons cLiidier dcuv formes nouvcllcs des memes 
iiiLegrales, qui dependent des fonctions cllipLu[ucs et nous donne- 
ront nne soJution elegante de run des problemcs ctudies pai 
J^ieniann. 

et 5(0 Oesignant les valeiiis nouvclles des fonctions G 
et H 5 prenons 


(3o) 


1 / 3(0 = ( « - «)!! 


(’) Si l^on clieiclic la valcui dc la foncLion de M WcicisLiabs iclalivc a 

la ^juifacc que nous venons dc deteiminci, on cst conduiL h. iin lesiillat de la 
lormc 


nl(iO = — 7 -; 


Kir 


(ft — 


Pom le cube, on a a = ct Pon letiouvc la foinie dc J (u) donncc pai M Schwaiz 


dans Ic MtSinoiie que nous a-vons citd ( 11 ° 265) 
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Dans CCS forraiiles; A el B designent deu\ constaxites quelconqueSj 
a, c/, j 3 , {7', p' sont des coiistantes reelles, et le nombie des 
constantes a n’eat pas necessaiiement egal a cel 111 des consLantes 
h\ enfin les symboles H eL 0 desjgnent les tianscendantes de 
Jacobi, le module k etant suppose reel et plus petit que 1’ unite 
Eq lepetant les laisonnements indiques dans les niimeros prece- 
dents, nous leconnaissons immediatement que, si Ton donne a L 
des valeurs icelles quelconques, Ic contoui de la surface coitcs- 
pondant a ces valeius I'eelles de t se composeia de dioites paral- 
leles au plan des xy ou de combes situees dans des plans coupanL 
la siuface a angle droit et pai alleles a Taxe des z ^ il suffiia, pour 
cela, quele produit A-B- soit leeletque les exposants satisfassent 
au\ relations 

r 

a -J- = - f 

2 

Oil 11 designeia toujours un nonibre entiei Mais ici se presente 
line ciiconstance tout a fait exceptionnellc si I’on change I en 
t z R.^, les foiinules bien connues 


ITZ 


— 2K ) 

— 2 K I 


monlrent ininiediatement que et l){t) ne changeront pas de 
forme pourvu que les exposants soient lies par les relations 

(30 Sa'-:Sp' = o 


que nous supposerons venfiees Alors toutes les fonctions H sc 
changeront en fonctions 0, et reciproquement , on aura 


( 32 ) 


+ dv ) = Ae^ - a)JJu-P(, - z.), 


Par consequent, si Ton a 



et si la somme 

Sa(a-h aO — S^(|3 -f- P') 
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est un miiUiple de K, il j am a siir la surlace im second conlour 
tout semblable an premiei, qui correspondi'a anwaleiirs de t dont 
la partie rdelle est quelconque, ixiais dont la partie iinagmaire est 
iK' Par suite, la portion de la surface qiu conUent Lous les points 
pour lesquels la partie imaginaire est compiise cntie o ct 
lormera une espece de bande, limitee par deux; contours dis- 
Liacts, de la natiiic de ceux que nous avons cludies, c’est-a-dire 
/ormes soil de dioites, soit de plans quo la suilace coupera 
nornialemcnt, les droites etant, toiUes, paialleles au plan des xy et 
Ics plans tous paralleles a I’axe des ^ 

Pour nous bomei au cas le plus simple et Ic plus mteressant, 
nous SLipposerons que lc-> exposants soient lies pai les iclalions 

(33) a'H-x = o, (3'-l-[] = o 

Alors, SI le pioduit AB est reel et si les exposants 7, [3 sont tous 
infi^neiirs en valeur al)solue a la bande de surface deja clefinie 
sera limitee par deux ligncs biisces situecs dans deux plans paral- 
IlIcs au plan des Les soinmcLs de run des contours coriespon- 
diont au\ valours 

de t et a ces valems augmcntecs de multiples de 2K, ceux dii se- 
cond anx valems 

-h I K', /)2 + I K', , 

et a ces valems augineiiLccs cgalcmcnt dc multiples quelconqiics 
de 2K 

La valeur de donnec par la deiniere des formules ( 3 ) [p 4 ^ 4 ]) 
dcvient ici 

( 34 ; z ~ f\. j 11 ch ~ 1 AB civ It 

Si done on pose 

(35) ^ABK'= — 0 , 

le segment de surface seia tout entier compris entre le plan des 
xy et le plan 

^ = 0 

La penodicite des fonctions 0 et H entiaine d’ailleiirs cei tames 
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proprietes de la sin face, si, dans les expressions de el de 
change ? en ^ + 2 K, un calcul facile donne 

Ces formules defmissent im deplacement parallde a I’axe des 
Si done on considere seiilement le segment (M) de la surface qin 
correspond aiix ^’aleurs de t lepresentees par des points a I’lnte- 
iieiir du parallelogramine (aK, ilL’) des deini-peiiodes, ilsiiffira, 
poLir obtenir toiites les auties parties de la sin lace, de faire toiirnei 
le segment (M) d’angles egaiix aiix multiples de 2 t:Sc/ auLour d’lui 
axe convenahlcnient choisi, parallele a I’axc des Nous allons 
clieiclicr la condition pom cjue le segment (M) foimie line suilace 
anniilaire feimee, qiii seia alors necessanement limitee par deux 
polygones feimes, et dont cliaque point coiiespondia ainsi a line 
infinite de valeurs de t qiu seront egales, a des miilliples pres dc 
2 K. 

Pour qiihl en soil ainsi, il fauL evidemment que les valeurs de 
pei'iodiques, ce qm aura toiijoiirs lieu d’apies 
les equations (36), si Pon a P unique 1 elation 

(37J Za = ^, 

N designant un noinbre entier. La piemiere des equations (ji) 
nous donne alors la relation 


a laqiielle devront satisfaiie les exposanLs (j 

Consideions maintenant une section plane quelconque dont Ic 
plan soil 2 :)arallele au plan des jcy Elie correspond, d’apios la 
forniule (34)j a une Aaleur de t 

ll -r- ih, 

dont lapartie imaginaire est constante Pour que cette courbe soit 
fermee, il faudia, comme le montient les foimules qm determi- 
ne at la surface, que les deux integrales 

J ^i/z-h2K «zA+2liL 

ill/ {T- + b-)dt 

ill ^ ill 
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soienL niilles toiUes les cleax II suffit d’jiQlegier le long d’lm rec- 
langle pour leconnaiLre qiie ces deux mtegiales serontnulles pour 
Louies les calcars de A, si elles le sonl pour /z ~ o 

En resume, si les Lrois conditions suivantes sonl \eriliees. 


( 38 ) 


I = = N, 


r')l f'\g^^,9)dt = 0 , 


la surface minima delerinmdc sera uii segment annulaire (M), a 
connexion double, compris entie deux plans paralleles dontla dis- 
tance esto et limite par deux poljgones feimcs quelconques situes 
dans ces plans Ces deux pol^’goncs, qiii n’ont pas necessairemenl 
le ineme nombie de coles, seront, I’lin el rautre, del’especeN, 
c’esl-a~dne qu’un point mobile ne pourra revenir au point de 
depart apres les a^oii enli^remenl parcoiiius qu’apies a\oirfait 
N tours compleis On rcconnait aisemeul que le nombre de con- 
sLantcs aibitraires contcnu dans la solution cst precisement egal 
u celui des aibiliaiies qui sont necessaires pour la determination 
complete dii contoui 

Cel exemple esL le deinier de ccux qui ont et6 traites pai Rie- 
jnann (n*^ 262) On pent reludicr d’une mam^re directe en sui- 
vant la methode indiqiide plus liaut, dans la Nolc du n° 300 (*) 


30d. Nous developperons maintenant unc remarque generale 
qui noub parait de nature a faire inieux compiendre le caract^re 
propre des solutions precedentes Soit 

(39; = “ 

I’equation bndau G dont deux solutions connues, Get H, doivent 
^Lre substituees dans les foimules qiu determinent la surface 
SubstiLiions a la foncLion G la fonction plus g-dndiale 6(, lide a Q 
par la relation 

(4o) = J + se), 


(*) Riemanu avait seulement iiidiquc que le problenie pouvait 6Lie lusolii, eL 
les developpemenls si inLeiessanls donnes sur ce siJjet dans les OEimes completes 
du grand geometre (p /(tS et siuv ) soat I’ceuvic de M H Weber 
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R et S etant des fonclions cle t qiu sei'ont leelles pour les valeurs 
leelles de et que, pour plus Je simplicity, nous siipposeroiis 
uiuformes clans toule reteadue cIli plan SubstiLiions au segment 
(JM) cle suifaoe minima dyteiniine par les deux solutions G ct H 
le segment (M, ) qui serait defini par les nouvelles fonctions 

(lO ~ j ’ -f-SGij 

nous aliens voir cpie ce segment (Mi) et le segment (M) sont 
limites rim et FaLitre par des contours qiii ne sent pas nccessaire- 
ment superposables, mais qiii sont au moms de mcme espece 
Soit, pour fixer les id^es, {d) une droiLe du contour cle (M), 
([ui correspond a un inlervalle reel dans lequel vane t 

Si Ton amene I’axe des y a etre parallele a la droite (cZ), il faudia 
efTectuer sur G et H une certaine substiLution Imeaire dont la 
forme a ete donnee au 282, il faudia aussi soumettre Gi et Hi 
a la meme substiLution lineaiie, ou a une substitution doiil les 
(juaLie coefficients auraient leui signe change Si done on designe 
par A, /i, les nouvelles valeurs de G, H, Gi, H,, il suit de 
la forme Imeaire des lelaLions i) que I’on auia 



£ designant toujouis T unite positive ou negative 

Cela pose, donnons a Ma valeur leelle, compiise entre cih et 
, qui convient cl un point de la droite (rZ) , g et A seiont Louies 
les deux leelles on touLes les deux purement imaginaires (n''287) 
Puisque, par liypotliese, R et S sont des fonctions leelles pour 
Joules les valeuis reelJes de et A, seront, comme g et /z, 

Joules les deux reelles ou toutes les deux jDuiement imaginaires 
Par suite, la poition du contour de (M|) qiu correspond a Piiiter- 
valle {cif,, etk^^ ) sera aussi une droite (c/| ), parallele ala droite (<rZ) 
La demons Li a tioii se ferait cle la meme maniere si la portion con- 
sideree du contour de (M) etait situye dans un plan (P) noimal a 
la surface la portion correspondante du contour de (M|) serait 
dans im plan (P^) paiallMe a (P) et normal a (M, ) , on le recon- 
nait d’ailleiirs presque inimediatement en passant aux surfaces ad- 
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|OinLes de ('M) ct de (Mi) La pioposition qae nous avioQs en Mie 
est done etablic dans touLe sa gdneraliLc 

Les fonctions R et S pomiont s’annulei', avoir cles poles ou cles 
points singulicis cssentiels II cn lesiilleia, pom le segmenl (M,), 
des smgalarites, ou dcs points cle ramification, ou dcs nappes 
infinies, ccilains soniinets du contour pourront etre rejetes a 
I’lnfinij oil ramenes a distance finic, ilpouria y avoir des station- 
nemenls ou dcs iel)i oiisscments sur cci tames pailies du contour 
Nous n’jnsisterons pas siu toiitc cette discussion Le point essen- 
liel que nous avons voiilu niettie en evidence, et qiuest impoitant 
pout la tlieorie genrialc des equations aux derivecs particlles, esl 
le suivant on pent tioiner nne infinite de surfaces minima, de- 
[lendanL d'un nomine limite ou iIlimiLc d’arbitraircs, qui contieu- 
dront touLes un contour dc natuie donnee, on sorte que la condi- 
lion, poLii nuc telle suiface, de conLeim un contour donne iie la 
detciinine poui ainsi due pas et ne peiinetpas, en paiticuliei, 
dc fixer la valeui ou la foinic des fonclions arbitraires qui entrent 
clans son jiitegiale Lc probleme est susceptible cfunc solution 
precise et cletei mince dans lc cas seulcincnL ou Ton ajoule Ics con- 
ditions dc con tiniiUe incbquees dans Lous les cxeinplcs precedents 


303 M J -A Sei ret, clans un article uiscre ail t XL cles 
rendus (A, a montie qu’il existe unc infimle cle smfaces minima 
passant pai deux Jioites, cL cj;ue ces siufaces conliennent clans 
Iciir ec[uaLion unc fonclioii aibiLiaiic On obticndra loiitcs ces 
surfaces en appliqiiant les reniau[ues piccedciUes au piobleme 
particLilier du n"" 267 Les ludicoides obtenus clans cet aiticlc coi- 
responclent a des valeui s de li et de G qui sont de la forme sui- 

G = II = 

31 on poite ces valeui s dans les foimulcs (4o)i 


Gi = /R 




Hi — y 




(') J - V ScRRCT , Sti/ la mould i e ^lu face compiise entic des ligncs dioites 
donnees, non sitnea, dans le mune plan {ComptCi, lendiu, L XL , p T07S, iS 5 j ) 
La niLUiiC question a aiissi ctu LiaiLi^e pai M 0 Bonnet Jans le Monioiie dej.i 
cite Slu Ve)iiploi d'liii nouveau systenie de vaiiable^j etc (\oii Journal de 
Liouvdle, 2® sciie, t p 2p)) 

D — I 


3? 



4 u 8 


Ln Ri: in 
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OLi, plus simplement, 

Gi = /l\ IIi= Q v/P, 

P cl () cLaiit des foncLions reelles poui les valeuis reelles de L 

306 Siipposons encoie que, , cis elanL les valeuis clc 

t lelaLnes aiix poinls singulieis, on prenne dans les forinules (4o) 

1 ^= 0 , 

1 4 “ J I I — I" 

I R = JU(/-«/PS 

tons Ics, iiomLies etant enLieis et ajant Icur somme nulle On 
oblienJia la siuface definie paries equations 

I a = ,‘(l I " zi G2— 

I i-j; :) j'{G'--h\v-)'Rdi, 

I ^ y 2iGnRf/; 

Le segment de cette surface qui coiiespond aii\ ^aleins de £ 
dont la partie imaginaiie est positive cst limite par iin contour 
dont tons les elements sont paralleles a ceux dii conloui qui 
limite la suiface primitive Ge segment n’ofTie d ailleurs aucune 
singiilai ite , ceilains sommets seulement pouiionL ctre rejetes a 
linlini, d'aiUres lamenes a distance finie 

Si 1 on [uenait pour R line fonction reelle quelconquc, on inUo> 
duuaiL necessauenient des singulariLiJs , mats elles pouiraient ctre 
touted a line distance finie du contour 

307 ^ous appliqucions encoie les lemaiques piececlentes aux 
diffMeules solutions du pioblerne que nous avons obtcniies au 
n 33/ j)ai 1 cniploi dc 1 equation de Gauss Nous avons mi que, si 
1 on pose 

, ILJ. 'izJ 

« H) 0 / 2 (i _ 2 

I sibilant line bolulioii pailiculiere derequalion de Gauss, les 

deuv ^aleu^s (i et H de fj determiiK^es par les founiiles defi- 
lusscut une suiface imn.ma conlenanl Lrois dioites dont les angles 



dilNTe |99 


APPLICVTIONS Divrusns DC LV MLTIIODE PaECL 

bOnr cjLielconqnes SiibstUuons d 0 la fonction 

n, = ?(i — 

ouP(^)eL Q(^) design cuL des pol^ iionics i dels, de deg res iix — i eL 
//Mespcctn enienC, ii ayanl aucim facLeur commnn Les denv va- 
leiiis G,, H, de 0 ,, obteniies en subsLiLuanL siiccessivemenL G ti 
Ha Q, defiiiiiont nne sinfacc minima conlenant trois droites el 
ne piesentanl, en dehors dcs sommcLs qiii correspondent aux 
valeurs o, i, cc, qiie des points He rannficdUon ^ cai les integiales 
G, el U, sont paitout finics et continues et dies ne s’annuleni 
jamaib simidLanemcnl cn dchois dc cc', soinnicLs Etndions Ic cas 
le plus simple, ccliii on Ton a 

Oi ctd — / H- \af A([ — /)]rj, 


les conslantes c clanl loiitcs iccllcs on touLes piirenienl 

imaginaiics 

Alois les e\posant 3 des siv integiales idgulid’es del’equation en 
0 , sont ) 


POLII Jc pullU 0 
Poin ic ])uinL 1 




Y ~ a -- p , 


J*uin le poijil cc 

Si clone on pose 




JJL — I - J 


-i-rY — a-M -—h 


p -f- 7 — ( [i. -H V — 2 ) = — ? 


/i, n\ ;i''''seront des nombiers eiiticrs, pairs on impairs snivant qne 
lesoinmcL correspondant seia de premiere on de secondc espece, 


Pour cci Limes lelaLioQS erilre a, bj c, il csL clair qiie qiiolquc's-uns cle ces 
exposdnls pouiiaient s’elever Pai cxemple, si la con^tante b esLnulle, Ic premier 
expobant relaiit au point o CbL aiigmeiiLd d’unc unite, ei la somme dos exposants 
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eL I’addilioii cles tiois equations piecedeiiLes nouis donneia 

n -L- i\! if = 'i 

Si les deux piemieis sommels sout a distance finie, les sommes 
~ ^ Y — ^ e^posants pour ces deux points devront elre 

superieuies a — i On am a done 

n — 72 ' >0 


el, pai consequent, 


7^" ' 2 


Le tioisienie soinmetseia done a rinfiiii, et la surface aura un 
sectenr infmi, de forme plus ou moms coxnpliquee Nous laissei ons 
de cole I’examen de tonics ce^ b^'potheses et nous lemaiqnerons 
seulement que la surface pent avoir trois sccteurs infmis logaiitli- 
miqiies, ce qui ama lieu si Ton prend 

n ~ 0 , 7 ^' = 0 , if = 2 

Les tiois sommets sont alors de ineme espece el Ton oLticnt une 
surface minima passant par trois dioites dont aiicune iie rencontre 
les deux auLres On a 

p -- Y-i, v== — (y — a— p), 

et Ton determine les valeurs de et de Hi qiii font connaitie la 
siuface en substitiiant a la place de 6 , dans la formule (45), les 
deux valeurs de G etde II definies pai les equations ( 7 ) Ilfandra, 
dans ces equations, leinplacei [x et v par les valeius piec^dentes 
etprendie pour la valeui de K- une constante reelle quelconque 
II est inutile en effet de conserver a K- une valeui aibitiaire puis- 
qu’elle vieiit s’adjoindre comnie facteur aiixconstantes a, c, qui 
entient dans I’expression de 0| Si Ton prend, par exemple, 


cles si\ iQtugiales regulieies, au lieu d’ciie egale ^ — i, devient dgale a zeio 
Nous laisseioas de cutel’etude de ces cas e\ceptionnels qui conduiiaient, si nous 
ne nous sommes pas trompe, diflereuLes surfaces paimi lesquelles i>e tiouve 
celle qui a deux secteurs iiifinis helicoidaux et qui contient trois dioites dont 
deux se coupeut, I’ensemble de ces trois dioites n’etant dailleuis assujeLLi d 
aucune autre condition 
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la foiaiule (9) nous 

(47) 

nous alions fdire usage de cettc 1 elation 

Les fonctions G| et H, que nous Aenons d’obtenir, et qiu deter- 
mmentla siuface, dependent de six constantes aibiLraires c, 
cy, (j, Y II 6St aise de rcconnaitre que la forme du sysLeme foune 
par tiois droites depend egalement de six constantes sl Ton se 
domic, par excmple, les angles de ces droites et leurs plus courtes 
distances, on pouira d’abord construire le systenie foune par les 
deux premieres, et, poui determiner la troisicmc, il suffiia de 
menei a deux cjlindies de revolution ayant poui axes ces deux 
droites une tangente commune, parallels a une droile donnee II 
semble done que la surface determiiiee dans la solution piccedente 
pouira contenii irois droites qiielconques , on pent mettie ce 
point esseuLiel bors de doute en employant la methode suivante, 
qui a ete donnee pai Riemanu 

308 Nous alions d’abord completer les remarques generale^ 
presentees an n'^ 292, en les etendanl au cas ou an sectcur belicoi- 
dal infini correspond aux valeurs de t inlinuncnl \oismes d’une 
valeur singuliere, que nous supposeioiis, pour fixer les idees, egale 
a z^ro Alors les deux integiales legulieies G ct II, cousidciees an 
n° 291, aiiront ]a somme de leius exposants ^gale a — 1 , et L’on 
pourra poser 

(48) }, 

( n = Bi: j. 

En substituant ces valeuis de G el de H dans l’e\pression de <r, 
on aura 

(49) (^y=2,(HG'-GII')=-^- I 

conime doit etre pLiremeiit imagmaiie pour les valeiii’a 

reelles de on voit que le produit AB seia n^cessairemcnt leel 
Les coordonnees z d’un point de la siuface s’oljlieiinent 


donnera 



Li\i\ciif — c[r^.p xrr 


50 2 

en sabsUtLiaDt Jans Ics lormiiles (3 j (ii® 2(S1) le‘5 valeuis piece- 
dentes de H et de G On trouve an lesidtat de la forme 


I r — — i £ A2 j [ 0 j ^ 

(5o; ' y L I 

^ ^ 2ABrjl[ilo-^-0' J, 


6, 0^, 0'"' etant deb senes qui s’annulent poiii ^ = o 

En lediiisant les valeurs dexet de y a leuis Lermes pnncipaux, 
on am a 




Oil encore 


H- ly^ 


— y 

h 


Lorscpie le point variable t deciiraj dans la parlie siipeneuie 
dll plan, an demi-cercle infiniinent petit autoiu de roiiginc, x 
et y seiont ties giands et rargiinient de x ^ ly augnientera de 
/iTz Gonime on passe amsi de I’line des dioites da contoui a la 
suivante, on voit que Tangle da secteiir infun seia egal en valeur 
absoliie a At: 

D’autie part, la valeiii de :r, leduUe a son premier teime 
2 AB dialog/, 

on an produit de AB pai I’aigument de t pus en signe contraire, 
vanera entre o el — ^ ABtt Si 5 deaigne la pins conrte distance des 
deiiY droites qiu hmitent le contour infini, on aiua done 

(52) 0 ~ — 2 ABtu 


53 ) 


Le developpeiiient de Tinvaiiant 
chV- 


f — Y 


o/n T 

V 


ch 
dt 

-P/- 


seia done de la forme 


et son premier leinie s’expnmera compl^tement an iiioyen des 
elements geometriqiies o et A Ce r^sultat, du a Riemann, est tri^s 
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essentiel et nous allons eii faire Tapplicalion Remarrpions seii- 
lemenL que, si le secicur infini correspond a unc valeiir infinie 


de i. il siiffiia de chan£»ei t en ~ dans la formnle 
’ ^ t 


qui don n era 
( 54 I 



ohi 

iz 



p . p' 


1 


precedente, ce 


309 Appliqnous a Texemple que nous elndions ces remarqiics 
generales. Les angles des trois secteurs lielicoidaiix. sont ici 

(Y — a-P)Tc, (y-P)7: 

Nous les designerons par /tc, jit : respectivemenl 
D’auUe part, on a generalemcnt 

et iin calcul facile donne ici 


(53) 



2z(^Tir/— Gir)[\(i — + 


A, B, G a} ant les valeius suivantes 



Si Ton reraplace HG' — GIT par sa valeur deduite de la foi- 
miile ( 47 )? ^ 

fch\- A.(t — — 0/(1— 0 

Poin t on doit trouver, en d^veloppant siuvant les puis- 

sances croissanles de 

/ daX- ^ iZ I T 

\dt ) 71 ’ 
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0 (JesignaaL la plus 'courLe distance des deux droiLes qiu hniitciU 
le secteui 

On dura done, en prenant le premiei terme de ce de^eloppe^ 
ment dans la fornmle (07 j, 

(58) 0 / = 2 r V 

La consideration des deux autres points donnerait de ineme 

( 5S)rt o'/7i = i-B, o'';i = 2 7:G, 

0' et 0^^ elant les plus coiutes distances des droitcs qiii coirespon- 
dent aux secteurs i et cc 

On pent done considerer A, B, C coinnie conniiesj et il reste a 
dediiire des formules ( 56 ‘) les expiessjons de a, c 


310 


Eciivoiis ces equations sous la forme 




1 


.£1/A 






\ 

c- m- 


7 3c 

j a — h A = - 


G + 


L-fl- 


£, £^, designant runite positive 011 negative; relimmation de a 
et dc b conduit a Tcquation irrationnelle 


(60) 




c^ V- 




C-7i- 


= O, 


qui deleimineia c 

Si Bon cliassait les radicaux, on trouverait line equation dii 
quatiieme ordie pai lappoita c-. Nous disciiterons cette equa- 
tion seulement dans le cas ou n sont infeiieurs a i, e'est- 

a-dire ou les trois secteui s lielicoidaux ont des angles moindres 
que TT Alois si, par im point de I’espacej on mcme des paialleles 
aux trois droites en attribuant a ces paralleles iin sens conve- 
nable, Ztt, nir.^ niz seiont les supplements des angles formes par ces 
trois paralleles 

Zr, nr. etant les angles d’un triangle splierique, on a les 
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illegal] tes 

t i -h I — m — n >0^ 

I -H /n — I — /^ > o, \ — l — in — 'V o 

I -+- - I — > 0, 

Pai suite, SI, clans I’ecfiiaLion (6o), on fait d’aboid 


et SI Ton siibstitiie a la place de c’ les deu's. valeiirs co eto, le pie- 
mier membre sera certainemciU negalif pour c=:=co, niais, pour 
c = o, il aura iin signe qin dependra enUeremeiU clc celui dii 
facteur e On pent done choisir s de telle maniere cjue les lesul- 
tats cles deii\. siibsLituLions piecedentes soient designes contiaires, 
ce cjui met en evidence une preinieie racine au moms de 1 ecjuation 
en C-. 

Si Ton fait maintenant, soil 


soil 


E = £ = — £ 


E 


on troiivera encore deu^ aiitres ecjuations iirationnelles, cjni 
aiuont cliacune aiimoinb une lacine reelle, ce C|in donne, en tout, 
Lrois racmes reelles de I’equaLion en c-, convenant cliacune a une 
forme connue de recjuation iiiationnelle (6o ) 

Poui separer la quatrieme racine, cliangeons c en ci^ liqua- 
tion (6o) piencl alors la forme 


(6o)« 



■Azti 





Adoptons la combinaison suivanLe des signes 




B 


eu supposant que j, designe la plus grande des quantiles ’ 

Si nous snbsliliions maintenant co etla valeiir 


c' — 
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le resiiltat cle la premiere substiLiUion am a le signe de 

e / -h m 71 — I , 

cesL-a-diie le signe Je s, cl’apres Ics megalites (6i) La seconde 
siiLsLiLulion dorm era im result at 


m 



B 

-- + 71 

nV- 



I 


dont le signe est inconnii, mais ne depend nullement de s On 
pourra done clioisir le signe de s de telle maniere queles resultats 
des deuY substitutions soient de signes contraires, et Ton aura 
ainsi mis en evidence la quatneune racine En portant successi- 
Yemen t les valenrs de c daus les foi mules (09)5 on deLeiminera les 
valeurs coriespondantes de a et de qui seront reelles si Ion 
prend pourenne des tiois valeurs reelles, et puiement imaginaiies 
comme c si Ton emploie la Jeinnre racine On voiL que I’on sera 
ainsi conduit a quatie surfaces difierentes, pouvant touLes etre 
acceptees 

Nous Lermineions ici, avee le premier Volume de cet Onvrage, 
la tbeorie des suifaces minima et Tetude du piobl^me de Lagrange 
et de Plateau Ce piobleme, qui doit compter an nombre des plus 
intciessants que re:Lperience ait jamais poses au^ Geometies, est 
aussi un de ceu\ dont les progres sont le plus elroitement li^s a 
ceux de I’Anahse model ne, le lecteur Faura certamemen t le- 
marque en etudiant les de^ eloppements, peiit-etie trop rapides, 
donnes dans les Lrois Jerniers Chapitres 
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RecUeiche des sui faces minima a lignes de coiiibuie planes — Sui- 
face de M 0 Bonnet — Sui face de M Enneper — Foimcs diveises 
de Pekment lineaire — Repit^sentalions planes de la suiface mdiqii^es 
pai Ricniann 

CHAPITRE V 

La sill face adjoinle de M O Bonnet o 

Sui faces minima associ^es h line sui face donnee — Suiface adjointe, foi- 
mules qui la deteiminent — Foimules de M Sckwaiz — Pioposilions 
diieclcb et rocipioqiies relatives i Tapplication et au trace geogia- 
pliique des suifaces Ics unes sui les autres — Piopobition de M 0 
Bonnet relative auv lignes de courbuie et au\ lignes as 5 'mplotiques 
de la surface adjointe — DeLtrinmation dc toutes les suifaces minima 
applicables sur une surface minima donnee — Suifaces minima appli- 
cablcb suj une suiface dc revolution ou siir une surface spirale 



CH\PITRE VI 


Les f 01 mules de Mange et lem intei pi etation geoinetiique j'|0 

RecheitliPs rle M Lie — Geutidtion de touLe buifdce minima pai la 
lianslauon dc deuv eouibes minima — Etude de ce inode de geneia- 
tion, dctci inindtioii nou\elIe des suifaces alselniqueb cL des suifaceb 
Suifaies minima doubles — DoteiimiiaLion des suifacca 
doubles iceiics — Couibes minima qiii sonl ulenliques leuts con- 
jugULCa — Les su places minima dans le piemiei s^bLeme de cuoi- 
donnt O', tangenticlles etudie au Limc 11, Chap VII — Piopiiule geo- 
niLtriquc qin di'ilingue los suifaces doubles des suilaces biinples — 
Suifacea dLCoineilLS pai Mubius eL dans lesquelUs on peuL parser d’ane 
face a I aiiLie pai iin chcmiii toriLinu 

CIUPITRE VII 

Lei suifacei minima algtbnqiies ^b 5 

Detcrininalion de !a clause et dc 1 oidiedela siuface minima algcbiiqiu 
cnc;endiee pai la Li aiisldLion dc dcu\ couibes inmiina donnees — Ap- 
plnalioii au cas paiticuliei uu la foncLion /( «) e^t laLionnelle — De- 
tLiinin.iiion de lu sur f ICC Miimma leelle, simple Oil double, cle la classe 
la muiub Lle\Le — PoinU a rinfini des suifaces minima — La section 
dc la suiftiLc pal le plan de rinfini se compose e\clusivemenL de dioiies 
Simples oil inulliplts — Points mulLipleb a distance finie — Suifaces 
minima a point conique 


CIRPITRE Vin 


Les for mules de M Schivai z 3SS 

DLleimination de la siiiface minima langenle a une devoloppable doimce 
sunani uue coiiibL dunnee — \pplication a ce piobleme des lesnllaLs 
gLiierau\ quo la theuiie de-^ equations ail's, cleiiveeu paiLiclles doit a 
Cdiicb;v — Foi mules de AI Schi\aiz — Leui demonsLialion pai 
AI Lie — Suilacos imninid passant par une dioite leelJe, la dioite est 
toujouis un a\e do sMintiic de la surtace — Suiface minima leglee, 
dLiermination munelle de cette siuface — Surface minima passant 
pai une coin be plane — Cas on cette courbe doit ctie nne ligne de 
ciunbuiL uu line ligne gcodcsiqiie — Tlieoieme de AIAI Ilcnnebeig el 
Lie — Suilace minima adinettant une coiuquc poui ligne geodesique 

CHVPITRE IX 

Surfaces iniiunia algebriques inscrites dans une deaeloppable algebi ique 
Cas ou la de^eluppable est un c}lindie — Le probleme nest possible 
que SI la section droitc est rectifiable — Solution aiialytique dii pio- 
blLinc piop«)NL PicriiiLrc solution geometriqiie — Construction 
gentrale des surfaces minima algebi iques insciites dans une develop- 
pable algebi ique — Them ernes relatifs ^ des cas paiLicuheis donnes 
pai AI Lie UeuMcme solution gcometrique — -Gcneiation nouvellc 
dcb surfaces minima due i AI Ribaucour — Le piobleme se lamene 



TABr n DLS A1 \ riEUI 5 


i» la flLlci nunoLion d'unc hiiilacc ic^lec donl la ligiie cic bLiictioii cloil 
■^alisfaiic a uiic rondiLioa clonnLC 

ClIAPITRE \ 

Lc piobhme dc PlaLeaa — Date) muxalion de la mi face minima pui^sani 
pm un contoiu donne compose dc lignes dioites^ oa de plans qae la 
'^infacc doit coupei noi malement 

IIisLouquc — IiulicaLioii dc*^ Liavau\ cle Ricinann, tie M ^^Vlel5lLlas3 cL 
dc M Stdn\ai/; — E\posiLion gcnualc dc la iiiclliocle a sui\ie clans 
le cas ou il n’y a pas tie point tie i aniiln aLiou ~ Sin lares minima 
jiassant pai deii\ dioiLes, — coupaiU a angle clioit deu\ plans donnes 
<'L LontenaiU une droiLe donuce, — passant pai liois dioiLes clout I'unc 
roiipe los deii\ auLies, — passant pai les quatie cdIls crun qiiadiilaLi ir 
gauche qiiclconcjiie — IntioducLion tics points tie lamihcation — Pio- 
piiett^s gcomcLiiques i datives a ccii points — Solution gLiioialc du 
l)iol)hnic pioposc 


CIUPITRE \I 

/cs foi mules de M WeieisLiass 

I'oime nouvelle, due a IM Weiei5>uass, sout> laquelle on pciiL inettie Jos 
(qiiations qui clefiinsscnt line buiface minima — Poitniiles iclatives a 
line Liansfoimatioii de cooidonnces ou a iin dcplaccinent cle la sin lace 
i.quation lincane du second oulic a laquelle satisfout Ics dcuv fonc- 
iions G ct TI — Dofinitioa d une famdle dc mii faces minima — Ap- 
jdication a la clcteiinination de la siiiface minima passauLpai un con- 
loui donne — Formation de Pcquation ImLaiie coiiespondante a cette 
Miiface — Indication dcs quesLioiib qni lesLciont a icsouclic apies la 
(mmation de ceite equation — PiopiiuLCb gi'omcliiques dc la famillc 
(It siu laces minima dcfinie pai cettc equation 

GH VPITRE \TI 

\pplications dwe) ses de la methode pi ecedenle 

Methode mvcise dans lacfuelle on picnd comine pointde depait cei tames 
equations dilleicntielles lineaiies clout on connait I’lntegiale gcnciale 
— Siiifaces que Ron pent clLtlunc tie Requaiion a laquelle satisfait la 
sLi le hypeigeometiic|ue cle Gauia — Suifaccs tlediiiLcs de la loinie 
\n(^ — a)^ adoptee pom G(0 ct H(0 — Siiifacc minima hmitiie 
jiai une ligne biisde plane et line dioite paiallclc au plan cle la liqne 
Ijiistie — Piobleme dc Geigonne — Sui faces ckcluites de la foime 
(£--«) nHP( i atloplLe pour G(^) ct H(it) ~ Suiface mi- 
nima limitce pai dcuv poljgones feimes si Lues dans cles plans paral- 
Ides — Reniaique gendiale mu les nioyens dc muUipliei lc nombre 
des solutions du piobknie — Suiface passant pai liois clioilcs siluecs 
d’nne maiueie quclconqiie dans I’cbpacc 

FIN Dh. rv TVBLR DES lIVTlflllS Dl IV rRmiERC I'ARrii: 
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ERRATA 


I\i^c 17'i, li^nc 17, ctu lieu cle hie z — c, 

Pdgc ir)o, clans la Lioisieine cL la qiiatii(.jnc foimiik, tcliangei paitoiil a el a\ 
b cL b' 

Page 2 '^J, jntiochiiie Ic piocluiL dLicU> dans Ic second iiiernbic clc la foimiilc 
qin donne dS cL vient apic') Poquation (6) 
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